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Se considera normalmente que una consecuencia de la combinación de la mecánica cuán-
tica y la relatividad general es la aparición de una incertidumbre mínima (no nula) en las
medidas de tiempo y posición, es decir, la existencia de un límite en la resolución de dichas
medidas. Este límite de resolución podría conllevar implicaciones teóricas y observacionales
importantes. No obstante, la mayoría de los estudios que conducen a este resultado están ba-
sados en aproximaciones perturbativas a la cuantización, en las que los efectos de la materia
sobre la geometría se describen como correcciones a un fondo clásico.
El objetivo principal de este trabajo es estudiar la incertidumbre cuántica temporal y
espacial en sistemas gravitatorios. Llevaremos a cabo este estudio en tres contextos diferen-
tes: en espacio-tiempos con simetría cilíndrica (ondas gravitatorias de Einstein-Rosen), en
espacio-tiempos de Schwarzschild-anti-de Sitter y en espacio-tiempos construidos a partir
de teorías de relatividad doblemente especial, implementadas en el espacio de posiciones
mediante una transformación canónica. Estos modelos incluyen los posibles efectos gravita-
torios cuánticos debidos a la retroalimentación del contenido energético del sistema sobre la
geometría, sin recurrir necesariamente a un tratamiento perturbativo. En este marco teóri-
co, obtendremos las expresiones de las incertidumbres que afectan a las medidas de tiempo
y/o longitud para cuantizaciones en las que se utiliza como parámetro de evolución bien el
tiempo correspondiente a un fondo auxiliar o bien la coordenada de tiempo físico. Uno puede
entender estas dos posibilidades como correspondientes a descripciones perturbativas y no
perturbativas, respectivamente.
El resultado principal de este trabajo es la demostración de que, mientras en casos ge-
nerales existe una incertidumbre temporal estrictamente positiva en el marco perturbativo,
en una cuantización no perturbativa puede lograrse una resolución temporal infinita. Esto
último es lo que ocurre para los agujeros negros de Schwarzschild-anti-de Sitter y la familia
de teorías de relatividad doblemente especial con energía física no acotada. Este resultado
contrasta con el que se obtiene para la incertidumbre en la longitud física en relatividad do-
blemente especial, la cual resulta no anularse genéricamente ni en la descripción perturbativa
ni en una no perturbativa obtenida a partir de la primera.
Por otro lado, también exploraremos las modificaciones a la termodinámica de agujeros
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negros provocadas por la alteración de la relación de dispersión propia de relatividad especial
y el principio de incertidumbre de Heisenberg. Para ello examinaremos dos formalismos de
arco iris de gravedad. La conclusión más notable a la que llegaremos en este análisis es que,
para ciertos modelos de arco iris gravitatorio, la evaporación de un agujero negro puede llegar
a detenerse o durar un tiempo infinito en el límite de masa del agujero negro nula.
Capítulo 1
Introducción
Vemos la luz del atardecer anaranjada y violeta porque llega demasiado cansada
de luchar contra el espacio y el tiempo.
A. Einstein.
1.1. Relaciones de indeterminación en mecánica cuántica
El principio de indeterminación de Heisenberg inherente a la mecánica cuántica con-
vencional hace imposible lograr simultáneamente precisiones ilimitadas en mediciones de
posición y momento efectuadas en un estado cuántico [1–3]. Algo similar sucede con las me-
diciones de tiempo y energía. Sin embargo, en este caso conviene tratar con más detalle la
relación existente entre la incertidumbre en la energía y la que afecta al tiempo porque se
han realizado muchas interpretaciones sobre ella, algunas erróneas. Esto se debe en buena
medida al carácter especial que tiene el tiempo en mecánica cuántica. Mientras que en esta
teoría las variables de posición se representan mediante operadores autoadjuntos, el tiempo,
en cambio, desempeña el papel de parámetro de evolución (un c-número).
En mecánica cuántica puede seguirse el paso del tiempo estudiando la evolución de las
densidades de probabilidad de un conjunto cualquiera de observables en un estado cuántico
dado. Para todo observable Â de un sistema existe un tiempo característico τA que limita
la capacidad de detectar su evolución, el cual puede estimarse como el intervalo de tiempo
necesario para que su valor esperado 〈Â〉 cambie una cantidad igual a su desviación cuadrática
media ∆A, esto es τA ≥ ∆A/|d〈Â〉/dt|. Por otra parte, la evolución cuántica de cualquier
observable explícitamente independiente del tiempo está dada por la ecuación de Heisenberg
i~ (dÂ/dt) = [Â, Ĥ], donde Ĥ es el hamiltoniano y ~ la constante de Planck. Tengamos en
cuenta ambas expresiones junto con el principio de incertidumbre de Heisenberg aplicado
al par de observables Â y Ĥ, y permitamos que Â pueda ser cualquiera de los observables
del sistema explícitamente independientes del tiempo. Con estas consideraciones se concluye
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que toda medida de tiempo efectuada en el estado cuántico tendrá una incertidumbre ∆t
que es igual, al menos, que el menor (el ínfimo) de todos los tiempos característicos τA
correspondientes a cada uno de los observables, y que satisface la desigualdad ∆t∆H ≥ ~/2,
conocida como cuarta relación de Heisenberg [2, 3].
Por lo tanto, para disminuir la incertidumbre en el tiempo y/o la posición es inevitable
tener que aceptar una imprecisión cada vez mayor en la medición de la energía y/o del
momento; obtener una resolución temporal y/o espacial infinita es solamente posible a costa
de desconocer completamente el valor de la energía y/o del momento.
1.2. Incertidumbre mínima en gravedad cuántica
En presencia de gravedad la situación se complica más. Como ya se ha comentado, para
mejorar la precisión en las medidas de tiempo y posición hay que considerar estados con
incertidumbres cada vez mayores en la energía y el momento. Pero de las ecuaciones de
Einstein [4] se deduce que una incertidumbre en la energía-momento del sistema se traduce
en una incertidumbre en la geometría; y esto a su vez implica una incertidumbre adicional
en las distancias espacio-temporales. Además, si se emplean vectores de Killing asintóticos
normalizados para definir la energía y el momento físicos, una incertidumbre en la geometría
afecta a dicha normalización y, por tanto, revierte en un desconocimiento de la energía y
el momento físicos. De esta forma, se concluye que la incertidumbre total en el tiempo y la
posición surge de una compleja combinación de dos tipos de contribuciones entrelazadas: una
contribución puramente mecano-cuántica y otra de origen gravitatorio [5]. En consecuencia,
no debería esperarse que fuera posible conseguir una resolución infinita en medidas de tiempo
y espacio (o mejor dicho, de distancias temporales y espaciales) a menos que ambas clases
de contribuciones resulten estar relacionadas de una manera muy específica.
1.2.1. Tratamiento perturbativo e incertidumbre mínima
La manera usual de analizar la aparición de una incertidumbre mínima en presencia de
gravedad consiste en adoptar un tratamiento perturbativo, en el cual el punto de partida es
un fondo en el que se introduce el contenido material cuántico del sistema, deformando así
la geometría. Por ejemplo, en aproximación semiclásica, el tensor de energía-momento que
actúa como fuente en las ecuaciones de Einstein se obtiene del valor medio del tensor energía-
momento cuántico en el estado que describe el contenido material sobre el fondo clásico de
partida. La deformación resultante de la geometría afecta al comportamiento del campo
material, alterando sus propiedades y, en particular, el valor asociado del tensor energía-
momento. Se llega así a una serie de correcciones sucesivas que, supuestamente, deberían ser
1.2. Incertidumbre mínima en gravedad cuántica 5
cada vez menos importantes.
Varios argumentos sugieren que este tipo de tratamiento perturbativo en la cuantización
lleva siempre a una incertidumbre mínima (al menos en la aproximación de primer orden de
correcciones) [5–16]. A continuación, presentamos brevemente varios escenarios de gravedad
cuántica de los que se desprende la existencia de un límite de resolución en la medición de
la distancia entre dos sucesos (límite que en estos escenarios es del orden de la longitud de
Planck1).
1.2.2. Incertidumbre mínima en experimentos mentales
En relatividad general el espacio-tiempo se trata como una variedad diferenciable de
cuatro dimensiones. Una manera de introducir coordenadas en esta variedad consiste en
asumir que existen partículas (relativistas) ubicadas por todo el espacio que actúan como
marcadores de coordenadas [6]. Cada partícula se confina (mediante potenciales apropiados)
en una región de radio ∆x. Para una partícula relativista el principio de indeterminación
establece que no se puede conocer su localización con una precisión que supere su longitud
de onda Compton porque, en caso contrario, la incertidumbre en su energía sería mayor que
su masa en reposo y esto oscurecería el concepto de partícula. Por tanto, ∆x & 1/E, siendo
E la energía de la partícula (tomamos unidades ~ = c = 1, donde c es la velocidad de la luz).
Por otro lado, para evitar que el contenido energético de la partícula forme un horizonte
de sucesos en torno a ella, es necesario que ∆x > 2GE (hemos supuesto una distribución
esféricamente simétrica para la partícula, esto es, una métrica de Schwarzschild). De ambas
desigualdades se llega (aproximando en orden de magnitud) a que
∆x &
√
G = lP , (1.1)
es decir, con este sistema de coordenadas se obtiene una incertidumbre mínima constante
del orden de la longitud de Planck en la medición de longitudes.
Se alcanza el mismo resultado si, en vez de partículas confinadas, se consideran partículas
libres. La posición de una partícula libre puede determinarse mediante el famoso experimento
mental del microscopio de Heisenberg [1,5,17]. En este contexto, además de la incertidumbre
puramente mecano-cuántica debida al desconocimiento de la dirección exacta de salida del
fotón dispersado por la partícula observada, ∆x ≥ 1/(2∆px), hay otra contribución, que
es debida a la interacción gravitatoria entre la partícula observada y el fotón. Según el
tratamiento más simple, en que la gravedad se considera newtoniana, el fotón atrae a la
1La escala de Planck está dada por la longitud de Planck lP =
√
~G/c3 ' 1,6 × 10−35 m, el tiempo de
Planck tP = lP /c =
√
~G/c5 ' 5,4 × 10−44 s, y la energía de Planck EP = ~/tP ' 1,2 × 1028 eV. Aquí, G
es la constante de Newton.
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partícula con una aceleración dada por el campo gravitatorio newtoniano l2Pω/r2, donde ω
es la energía del fotón, r es el radio de la región en que el fotón y la partícula interactúan de
manera intensa, y lP es la longitud de Planck. Durante el tiempo r que el fotón permanece
en dicha región, la partícula adquiere una velocidad l2Pω/r y, por tanto, recorre una distancia
del orden de l2Pω en la dirección de movimiento del fotón, que se desconoce. Proyectando
sobre el eje x, se tiene que ∆x & l2P∆px.




+ l2P∆px & lP . (1.2)
La explicación física parece evidente. Para lograr una buena resolución espacial se necesita
un fotón de alta energía (debido a la relación de incertidumbre de Heisenberg). Pero cuanto
mayor es la energía del fotón, mayor es su interacción gravitatoria con la partícula y, por
consiguiente, mayor la perturbación. De forma que si la energía es demasiado grande, se
pierden las ventajas de usar fotones de alta energía.
En un escenario similar, se puede demostrar también que existe un límite en la resolución
temporal al sincronizar relojes mediante el intercambio de fotones [5, 17, 18]. La lectura del
reloj tiene al menos dos fuentes de incertidumbre. La primera se debe a la cuarta relación de
Heisenberg (tiempo-energía), que restringe la precisión en los instantes de emisión y recepción
del fotón a ser menor que 1/(2∆ω). La segunda se debe a la interacción gravitatoria entre
el fotón y el reloj. Se emplea ahora un tratamiento más sofisticado que el anterior, en el que
se hace uso completo de la relatividad general. Se acepta que el fotón y el reloj interactúan
intensamente en una región de radio r y, en consecuencia, durante un lapso r (con tal que
el reloj permanezca estacionario). Según el reloj, la duración de la interacción será √g00r,
donde g00 es la componente temporal de la métrica relacionada con el campo gravitatorio
creado por el fotón (y sufrido por el reloj) y su expresión es [17]














+ l2P∆ω & lP . (1.5)
Se llega así, al igual que antes, a una incertidumbre mínima constante del orden de la longitud
(tiempo) de Planck.
1.2. Incertidumbre mínima en gravedad cuántica 7
Los resultados anteriores se han obtenido sin recurrir a ningún formalismo particular de
gravedad cuántica, sino teniendo en cuenta sólo consideraciones básicas de relatividad general
y mecánica cuántica. A continuación sí se usarán explícitamente dos de esos formalismos,
con los que se halla dicha incertidumbre mínima constante.
1.2.3. Incertidumbre mínima en teoría de cuerdas y en gravedad
cuántica de lazos
Dos formalismos especialmente importantes de gravedad cuántica en los que se ha es-
tudiado la aparición de una incertidumbre mínima son la teoría de cuerdas [5, 19–23] y la
gravedad cuántica de lazos [5, 24–26].
• A partir de análisis de colisiones en teoría de cuerdas perturbativa basados en “tree
amplitude” [20] se llega a una incertidumbre espacio-temporal que puede considerarse pro-
ducida por las fluctuaciones independientes de las dos direcciones de la hoja del universo
(worldsheet) [22, 23]. Estas fluctuaciones corresponden a dos longitudes extremales conjuga-
das, de manera que su producto nunca se anula. Las mediciones en la dirección espacial de
la hoja del universo presentan una incertidumbre cuántica, que cumple el principio de inde-
terminación y, por tanto, es inversamente proporcional a la incertidumbre en el momento.
Las mediciones en la dirección temporal (definida como una longitud de “propagación”) se
basan en el tiempo de vuelo, el cual es proporcional al momento. La incertidumbre para la




con C una cierta constante estrictamente positiva.
Esta expresión es en esencia la misma que se ha obtenido anteriormente en los experi-
mentos mentales de microscopio. Se obtiene, por tanto, una incertidumbre mínima constante
del orden de la longitud de Planck. A altas energías las cuerdas se abren, siendo su tamaño
proporcional a su energía.
• Al contrario, en gravedad cuántica de lazos la geometría se estudia no perturbativa-
mente y enfatizando la importancia de la invariancia bajo difeomorfismos, de forma que los
campos de fondo no desempeñan ningún papel. Se pueden definir operadores geométricos,
que incorporan información sobre la métrica. Algunos de éstos, como, por ejemplo, los ope-
radores área y volumen, tienen espectro discreto, cuyo primer autovalor no nulo es del orden
de l2P y l3P , respectivamente [24–26]. Esto lleva a pensar en una imagen de espacio-tiempo
discontinuo a pequeñas escalas. Sin embargo, esta estructura discreta no implica necesaria-
mente una incertidumbre espacio-temporal mínima (de orden lP ). De hecho, la separación
entre autovalores consecutivos de área tiende a cero cuando uno se aproxima al régimen de
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áreas infinitamente grandes, régimen donde resulta posible por tanto alcanzar una resolución
infinita.
1.3. Tipos de incertidumbre mínima
Existen diferentes propuestas de incertidumbre espacio-temporal mínima surgidas de dis-
tintos sistemas gravitatorios. La más sencilla es una incertidumbre constante del orden de
la longitud de Planck (lP ) [5, 6]. Este tipo de incertidumbre, además de aparecer en los es-
cenarios comentados previamente, también viene sugerida por el previsible comportamiento
cuántico del espacio-tiempo a pequeñas escalas. En relatividad general la materia influye
sobre el espacio-tiempo y, a su vez, éste controla a la materia. Ambos conforman una úni-
ca realidad indisoluble. De modo que, al igual que la materia presenta un comportamiento
cuántico en escalas microscópicas, es de esperar que el espacio-tiempo también posea dicho
comportamiento y, en concreto, que también sufra fluctuaciones cuánticas. Estas fluctuacio-
nes harían que, a pequeñas escalas (previsiblemente relacionadas con la escala de Planck), el
espacio-tiempo se pudiera describir como una geometría “rugosa” con infinidad de “pliegues”
y una compleja estructura topológica, lo que se ha dado en llamar espuma espacio-temporal o
espuma cuántica [27–30]. Si el espacio-tiempo realmente experimenta fluctuaciones cuánticas,
éstas se manifestarán como incertidumbres al realizar mediciones de distancias o intervalos
de tiempo.
Otra sugerencia es una incertidumbre que crece con la raíz cuadrada del tiempo. Esta clase
de incertidumbre se apoya en el análisis realizado por Salecker y Wigner de un dispositivo de
medida considerado como un sistema libre de masa m y con incertidumbres en su posición y
momento iniciales ∆x y ∆p [31]. La incertidumbre en la posición en un instante de tiempo t
posterior es [∆x(t)]2 = (∆x)2 + (t∆p/m)2 [31–33], donde se ha asumido que las medidas de
posición y momento no están correlacionadas (los detalles pueden verse en el Apéndice A).
Esta expresión de la incertidumbre es similar (exceptuando la presencia de la variable tiempo
y la suma en cuadratura) a la que se obtiene para el análisis de colisiones en teoría de cuerdas
perturbativa. Es fácil probar que el principio de Heisenberg implica que el valor mínimo de
las incertidumbres temporal y espacial ∆t ≡ ∆x(t) (con c = 1) crece con √t [7–10,31]. A este
mismo comportamiento se llega adoptando la imagen del espacio-tiempo como una espuma,
con fluctuaciones cuánticas en la escala de Planck [10,34].
También se deduce este tipo de incertidumbre en modelos de camino aleatorio [11,12,35].
En ellos se considera que las trayectorias de las partículas se ven afectadas por fluctuaciones
aleatorias, con una escala de fluctuación característica del orden de la de Planck. Para recorrer
una distancia espacial l, una partícula deberá realizar l/lP pasos, en cada uno de los cuales
recorrerá un bloque elemental de escala lP . Las fluctuaciones del espacio-tiempo en cada uno
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de estos pasos conllevan una incertidumbre en la distancia del orden de la propia longitud
de Planck lP . Como se supone que las fluctuaciones son aleatorias, la desviación cuadrática
media en la distancia vendrá dada por una distribución binomial y será del orden de lP
multiplicado por la raíz cuadrada del número de pasos, esto es ∆l ∼ √l lP , que (salvo por
el intercambio de t con l en nuestros argumentos) reproduce el tipo de dependencia de
Salecker-Wigner.
Basada en el método de medida de Salecker-Wigner, se ha propuesto también una in-
certidumbre proporcional a la potencia 1/3 del tiempo (o longitud) [12–15]. Esta sugerencia
proviene básicamente de considerar que el tamaño del dispositivo de medida ha de ser mayor
que su radio de Schwarzschild para evitar que se forme un horizonte de sucesos que impida
el intercambio de fotones entre los diferentes componentes del dispositivo, ∆x > 2Gm. Mul-
tiplicando esta expresión y el cuadrado de la incertidumbre obtenida por Salecker y Wigner
se llega a que la incertidumbre espacio-temporal mínima crece con 3
√
t. Esta incertidumbre
posiblemente esté relacionada con el principio de holografía [16], que sostiene que la informa-
ción contenida en el mundo cotidiano de tres dimensiones espaciales puede codificarse en una
superficie de dos dimensiones, como un holograma [36, 37]. Dicho de otro modo, el máximo
número de grados de libertad que puede contener una región del espacio viene dado por el
área de la pantalla holográfica de la región (normalmente su superficie frontera) en unidades
de Planck. Así, si por ejemplo se considera una región espacial que mide l× l× l, el número
de grados de libertad que esta región cúbica puede contener está limitado por la cantidad
l2/l2P , en vez de por el volumen de la región como cabría esperar en un primer momento.
Siguiendo una norma convencional, puede dividirse la región en pequeños cubos tales que se
pueda asociar cada uno de ellos con un grado de libertad. Conforme a la propuesta de una
incertidumbre mínima proporcional a (ll2P )1/3, los cubos más pequeños dentro de esa región
tienen una dimensión lineal del orden de esta cantidad. En consecuencia, el número de grados
de libertad de la región está limitado por [l/(ll2P )1/3]3 = l2/l2P , que es esencialmente el área
de la frontera de la región en unidades de Planck, como requiere el principio holográfico.
Estas propuestas, aunque no están exentas de polémica [32, 33, 38–40], han motivado la
posibilidad de que las medidas de tiempo (longitud) estén afectadas por una incertidumbre
mínima de la forma genérica ∆t = tαt1−αP (∆l = l
αl1−αP ), donde tP es el tiempo de Planck
y α es una constante no negativa [10]. La propuesta de incertidumbre mínima constante
corresponde, por tanto, a un valor nulo de α, mientras que la de Salecker-Wigner y la
holográfica corresponden a α = 1/2 y α = 1/3, respectivamente.
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1.4. Consecuencias fenomenológicas de una incertidumbre
mínima
Actualmente existe un interés creciente por las consecuencias que una incertidumbre mí-
nima podría tener, en particular, en Astrofísica [16,35,41]. Tradicionalmente se admitía que
no era viable el detectar experimentalmente los posibles efectos cuánticos del espacio-tiempo
porque son minúsculos debido a la extraordinaria pequeñez de la escala de Planck involucrada
(lP ∼ 10−35m). Sin embargo, en los últimos años han comenzado a surgir ideas sobre expe-
rimentos que implican mecanismos acumulativos que amplifican los efectos extremadamente
pequeños que se pretenden descubrir. Esto, unido a la mejora progresiva de la instrumen-
tación, ha llevado a nuevas líneas de investigación para la comprobación de los efectos a la
escala de Planck. A continuación se indican algunas de ellas.
1.4.1. Ruido de desplazamiento en interferómetros
Una consecuencia posible de la existencia de una incertidumbre mínima sería la apari-
ción de un ruido de desplazamiento en interferómetros de ondas gravitatorias (como LIGO,
VIRGO, GEO, TAMA o el planeado LISA) [10, 16, 35, 42–46]. El fundamento de estos in-
terferómetros está basado (con modificaciones sustanciales en el caso de LISA) en el de un
interferómetro de tipo Michelson. En términos generales constan de una fuente de luz láser,
un divisor de haz y dos espejos situados en los extremos de dos brazos muy largos dispuestos
perpendicularmente. El haz de luz es separado en el divisor en un haz transmitido y otro
reflejado. Cada uno de estos haces se dirige a un espejo diferente y, después de reflejarse,
ambos regresan al divisor de haz, donde se superponen. De este modo surge un patrón de
interferencia, sensible a cambios en las distancias entre el divisor de haz y los espejos. Si
estas distancias se viesen afectadas por fluctuaciones cuánticas del espacio-tiempo del tipo
discutido anteriormente, se originaría un ruido de desplazamiento (que puede considerarse
como una clase diferente de señal gravitatoria) que sería detectable incluso después de haber
compensado todos los ruidos conocidos, como el ruido sísmico, el ruido térmico o el ruido de
disparo.
Este ruido de desplazamiento se suele expresar en términos de la densidad de amplitud
espectral de desplazamiento s(f), donde f es la frecuencia en la que se mide [47]. En más
detalle, si la señal obtenida en un interferómetro viene descrita por una serie temporal s(t),
se define su autocorrelación como
s ? s(τ) =
∫
dt s(t)s(t+ τ), (1.7)
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dτs ? s(τ)e−i2pifτ (1.8)
para f ≥ 0 (en esta definición se introduce por convenio un factor 2 para compensar el hecho
de que no se consideran frecuencias negativas). La densidad de amplitud espectral s(f) viene
dada entonces simplemente por la raíz cuadrada de la expresión anterior y se tiene que está





En realidad, la integral no debería extenderse a todos los reales positivos, sino cubrir sólo
la banda de frecuencias registrada por el interferómetro. Aunque en principio el límite su-
perior de frecuencias puede ser infinito, en la práctica la frecuencia más alta distinguible
es la frecuencia de Nyquist. No obstante, podemos obviar la existencia de una frecuencia
máxima porque para valores a partir de dicho máximo la contribución a la integral es gene-
ralmente despreciable. Por otro lado, la frecuencia mínima viene determinada por el tiempo
de medición tf en el que se ha registrado la serie temporal, de manera que fmin = 1/tf . Por
tanto, podemos tomar σ2s =
∫∞
fmin





QG descrito en la sección anterior, el ruido de desplazamiento será aproximada-
mente σs ∼ ∆tf y la densidad de amplitud espectral adquirirá pues la forma [10,16]
s(f) ∼ t1−αQG f−α−1/2. (1.10)
Aquí, tQG (o equivalentemente lQG) es una escala genérica de gravedad cuántica, supuesta-
mente del orden de la escala de Planck, que se introduce para tener en cuenta la posibilidad
de que las diferentes imágenes de espuma espacio-temporal, aunque lleven al comportamien-
to correcto de la incertidumbre mínima, proporcionen sólo una estimación burda de la escala
relevante.
En un cierto rango de frecuencias (del orden de 100 Hz), los datos experimentales per-
miten acotar la escala lQG para algunas de las imágenes de espuma espacio-temporal [35].
Así, por ejemplo, con el nivel de ruido de 10−18 m/Hz1/2 observado en LIGO [42, 48] se
obtienen las cotas lQG . 10−17m para una incertidumbre mínima independiente del tiempo
(α = 0), lQG . 10−40m para una incertidumbre del tipo de camino aleatorio (α = 1/2), y
lQG . 10−29m para una incertidumbre de tipo holográfico (α = 1/3). Si se asume que la
escala lQG no ha de ser muy diferente de la escala de Planck lP , la cota obtenida para la
imagen espacio-temporal de camino aleatorio (cinco órdenes de magnitud inferior a la escala
de Planck) arroja serias dudas sobre la validez de esa propuesta. Por el contrario, la cota
de escala estimada para la incertidumbre holográfica no resulta inconsistente con el valor
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de la escala de Planck, aunque todavía queda lejos del rango de valores que normalmente
se consideran como candidatos probables a representar la escala de longitud involucrada en
gravedad cuántica. No obstante, es posible que, con la sensibilidad que se espera alcanzar en
la fase avanzada de LIGO, se consiga explorar la escala lQG hasta valores próximos a 10−33m
para la propuesta holográfica [49]. Incluso es factible que pueda restringirse más esta cota
a partir de la puesta en marcha de la siguiente generación de interferómetros (espaciales),
como LISA. Vemos, por último, que las técnicas interferométricas están muy lejos de poder
arrojar luz sobre la imagen de espuma cuántica relacionada con una incertidumbre mínima
constante.
1.4.2. Pérdida de coherencia de fase de la luz
Otro efecto podría ser la pérdida de coherencia de fase en la radiación emitida por fuentes
distantes, lo cual podría impedir la formación de patrones de difracción en interferometría
estelar [41, 50]. La existencia de una incertidumbre espacio-temporal mínima debida a las
fluctuaciones cuánticas del espacio-tiempo, si éstas son aleatorias de tipo espuma, podría
implicar que tanto el periodo como la longitud de onda de la luz procedente de fuentes
astrofísicas no estén determinadas de forma precisa en la propagación. Las fluctuaciones
provocadas por la espuma espacio-temporal inducirían así la aparición de fases aleatorias
diferentes (cuyo valor medio es cero) en las distintas componentes de una onda. Si se admite
que para rayos que viajan desde una fuente distante a través de caminos diferentes las
fluctuaciones aleatorias de las fases no están correlacionadas, se concluye que las diferencias
de fase que aparecen en los términos de interferencia pueden tomar cualquier valor entre
0 y 2pi cuando la distancia recorrida es suficientemente grande. Por tanto, para fuentes
suficientemente lejanas no se formarían patrones de interferencia (anillos de difracción de
Airy) en el dispositivo observacional. No obstante, esta sugerencia ha recibido serias críticas
[51,52]. En particular, una pérdida significativa de fase sólo se produciría si las fluctuaciones
espacio-temporales que inducen las variaciones de fase ocurren de forma estocástica a lo largo
del camino recorrido, modifican la propagación propiamente dicha y no existe correlación
entre las fluctuaciones que afectan a las distintas componentes de los frentes de onda que
alcanzan el mecanismo de observación.
1.4.3. Anomalías en rayos cósmicos y rayos gamma
Los anteriores escenarios observacionales tratan con efectos que pueden llegar a com-
probarse en un futuro cercano. A continuación se exponen dos situaciones experimentales
en las que de hecho ya se han constatado paradojas o inconsistencias entre las predicciones
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teóricas convencionales y las observaciones, lo que podría indicar que se trata de las primeras
manifestaciones registradas de la física a la escala de Planck.
En las últimas décadas se han obtenido datos astrofísicos desconcertantes [53–68] que
sugieren la posibilidad de que los umbrales de energía para los procesos de producción de
pares electrón-positrón γγ −→ e+e− y de foto-producción de piones pγ −→ ∆(1232) −→ pip
calculados a partir de relatividad especial sean demasiado bajos.
Poco tiempo después de que Penzias y Wilson descubrieran la radiación del fondo cósmico
de microondas, Greisen e, independientemente, Zeitsepin y Kuz’min pusieron de manifiesto
que esta radiación tendría un efecto intenso de atenuación sobre los rayos cósmicos de muy
alta energía [60, 61]. Si se admite que los rayos cósmicos en este rango de energías están
constituidos por protones [53–62], éstos pueden interactuar con los fotones del fondo de
microondas produciendo piones. Combinando la relación de dispersión de relatividad especial
con la condición de conservación del cuadrimomento se obtiene que, para que se produzca la













donde mpi, mp y  son la masa en reposo del pión, la del protón y la energía del fotón en
el sistema de laboratorio, respectivamente. Teniendo en cuenta que la energía típica de los
fotones del fondo de microondas ( ∼ 7 · 10−4 eV) es mucho menor que las masas en reposo







Así pues, se encuentra que estas interacciones deberían dar lugar a una cota superior del
orden de E ∼ 5 · 1019 eV en la energía de los rayos cósmicos observados, el límite GZK
(Greisen, Zatsepin y Kuz’min), a menos que procedan de fuentes situadas a una distancia
inferior al recorrido libre medio de las interacciones, que se estima . 100 Mpc [62]. Dada la
distribución aparentemente isótropa de las direcciones de llegada de los rayos cósmicos (en
todo el espectro de energías) [55,59,69], no se ha conseguido identificar candidatos aceptables
para ser fuentes de rayos cósmicos ultraenergéticos en el rango de distancias mencionado [69].
Sin embargo, se han registrado eventos con energías de hasta 3 · 1020 eV [55,58].
De la misma forma en que se obtiene el límite GZK para los rayos cósmicos, se obtiene
también un límite en la energía de los rayos gamma. Los rayos gamma pueden interactuar con
la radiación del fondo extragaláctico difuso infrarrojo, dando lugar a pares electrón-positrón.
Para que tenga lugar una interacción de este tipo entre dos fotones cuyas direcciones de
incidencia forman un ángulo θ, la relatividad especial establece que sus energías en el sistema
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de laboratorio,  y E, tienen que satisfacer la condición
E(1− cos θ) = 2E2e , (1.13)
donde Ee es la energía total del electrón (y también del positrón) en el sistema del centro de
masas. La energía umbral de la producción de pares se obtiene cuando la colisión entre los
fotones es frontal (θ = 180◦) y el electrón y el positrón se crean con momento nulo respecto






donde me es la masa en reposo del electrón. Considerando la energía típica de los fotones
del fondo infrarrojo ( ∼ 10−2 eV), se llega a un umbral de energía E ∼ 10 TeV [63–66].
Por tanto, los rayos gamma con energía superior emitidos desde fuentes suficientemente
distantes deberían interactuar con los fotones del fondo infrarrojo y no deberían detectarse.
Sin embargo, se han identificado fuentes de rayos gamma (por ejemplo, Mkn 501) localizadas
a distancias bastante mayores que el recorrido libre medio correspondiente a la creación de
pares [67] para las que se han observado fotones de hasta 24 TeV [68].
1.4.4. Dependencia de la velocidad de la luz con la longitud de
onda. Posibles desviaciones de la invariancia Lorentz
Las anomalías en los umbrales de rayos cósmicos y rayos gamma de alta energía han
suscitado interés en posibles violaciones de la invariancia Lorentz [70–77], que podrían ser
también otra consecuencia de la estructura del espacio-tiempo a la escala de Planck. El
análisis más extendido de las posibles desviaciones de la simetría Lorentz exacta asume que
la relación de dispersión energía-momento de relatividad especial debería verse modificada
[70,76,77], lo que podría conllevar una dependencia de la velocidad de la luz con la longitud de
onda –esto ocurriría, por ejemplo, en escenarios de gravedad cuántica en los que se suponga
que la ecuación hamiltoniana v = dE/dp sigue siendo válida–. Dicha modificación de la
velocidad puede estudiarse experimentalmente mediante medidas de tiempos de vuelo de
fotones provenientes de fuentes distantes. Mientras que en relatividad especial ordinaria
dos fotones emitidos simultáneamente siempre llegarían a la vez a un detector lejano, para
una velocidad dependiente de la longitud de onda dos fotones emitidos simultáneamente
alcanzarían el detector en tiempos distintos si tienen diferente energía. Este efecto puede
llegar a ser apreciable en la observación de explosiones (burst) de rayos gamma de corta
duración [70] con detectores suficientemente sensibles (como el previsto telescopio GLAST
[78]). La discrepancia entre los tiempos de llegada de los fotones más energéticos y los de los
fotones menos energéticos en general será mayor cuanto mayor sea la diferencia de energías
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entre ellos y cuanto mayor sea la distancia que recorren (no es infrecuente encontrar tiempos
de vuelo del orden de 1017 s para fotones producidos en explosiones de rayos gamma a
distancias cosmológicas).
Los ejemplos de fenomenología observable presentados muestran que la pequeñez de la
escala de Planck no imposibilita la exploración del carácter cuántico del espacio-tiempo. No
obstante, el alcance de las consecuencias contrastables a las que lleva una incertidumbre
mínima, como las discutidas arriba, se ve limitado por el hecho de haber empleado una
descripción de las incertidumbres que es principalmente fenomenológica, y no obtenida de
una cuantización completa en presencia de gravedad.
1.5. Modificación de las relaciones de dispersión
Las anomalías observadas en los umbrales de energía de rayos cósmicos y rayos gamma de
alta energía procedentes de fuentes distantes y la posible dependencia de la velocidad de la
luz con la longitud de onda pueden explicarse si la relación de dispersión E2 − p2 −m2 = 0
propia de la relatividad especial sufre modificaciones que involucran la escala de Planck, las
cuales se pueden expresar como E2−p2−m2+φ(E, p,m;EP ) = 0, [70,76,77,79–84], dondem
es la masa en reposo de la partícula considerada y φ una cierta función. Así, por ejemplo, para
una relación de dispersión modificada con φ = p2EE−1P se obtienen los siguientes umbrales























Por supuesto, el límite EP →∞ describe los umbrales de reacción convencionales calculados
anteriormente con relatividad especial común, Ecs. (1.12) y (1.14). A pesar de que el valor de
la energía de Planck es muy grande, los nuevos términos de corrección no son despreciables.
Para este modelo de relación de dispersión deformada se concluye que el umbral anómalo
para rayos cósmicos viola el límite GZK y que el universo puede ser transparente a los rayos
gamma. Por otro lado, el ejemplo considerado arroja la siguiente expresión para la velocidad






≈ 1− EE−1P . (1.17)
Entonces, el retardo en los tiempos de vuelo de dos fotones con una diferencia de energías ∆E
emitidos simultáneamente desde una fuente situada a una distancia L sería ∆t ≈ LE−1P ∆E.
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Se encuentran explosiones de rayos gamma en las que los fotones muestran una diferencia de
energías del orden ∆E ∼ 1 GeV y tiempos de vuelo de 1017 s. Por tanto, según esta propuesta
de relación de dispersión, dos fotones de estas características presentarían un retardo en su
llegada de 10−2 s, valor que ya es significativo. El hecho de que todavía no se haya observado
este efecto de retardo temporal restringe las posibles elecciones de relación de dispersión
modificada.
Sin embargo, una alteración de la cinemática relativista de este tipo conlleva que se viole
la invariancia bajo las leyes de transformación de Lorentz de la relatividad especial, según las
cuales la energía y el momento varían de forma que se preserva su norma (como cuadrivector)
con la métrica de Minkowski. La simetría de Lorentz está íntimamente relacionada con uno
de los principios físicos que desempeñan un papel más relevante (al menos en regiones asin-
tóticamente planas): el principio de relatividad de los sistemas de referencia inerciales. Surge
entonces la preocupación de que la hipótesis de la deformación de la relación de dispersión
pudiera conllevar la existencia de un sistema de referencia privilegiado en la naturaleza. No
obstante, resulta que es posible mantener el principio de relatividad de los sistemas iner-
ciales a costa de modificar la acción de las transformaciones de Lorentz sobre el espacio de
momentos (esto es, sobre la energía y el momento) de manera que dicha acción deje de ser
lineal [85–91].
De hecho, hay argumentos que apuntan a que dicha modificación no lineal de la simetría
Lorentz puede ser necesaria. Así, en aproximaciones a la teoría de gravedad cuántica, como
gravedad cuántica de lazos, la longitud de Planck desempeña el papel de un umbral por
debajo del cual la imagen clásica del espacio-tiempo da paso a una geometría discreta. Esto
podría entenderse como un problema y una fuente de paradojas en la teoría porque, debido
al fenómeno de contracción de Fitzgerald-Lorentz, las longitudes no son invariantes bajo
transformaciones de Lorentz y, por tanto, observadores inerciales (asintóticos) diferentes
disentirían en el valor de la escala de longitud en la que se sitúa ese umbral. La escala de
Planck no tendría la propiedad de ser una escala fundamental y la descripción realizada en
gravedad cuántica de lazos pasaría a estar asociada como mucho a un observador inercial
(asintótico) específico y, por consiguiente, privilegiado.
Por otra parte, la teoría de cuerdas conduce a propuestas en las que la geometría del
espacio-tiempo deja de ser conmutativa. La no-conmutatividad de las coordenadas espacio-
temporales se mide mediante un parámetro con dimensiones de longitud y, como consecuen-
cia, se contempla de nuevo el problema de cómo poner de acuerdo a todos los observadores
inerciales en el valor de la escala en la que aparece la no-conmutatividad. En principio, una
posible manera de sortear estos obstáculos consiste en permitir que las transformaciones de
Lorentz se modifiquen de modo que preserven una escala de energía y/o momento. En tal
caso, todos los observadores inerciales coincidirán en que existe una escala invariante, que
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proporcionaría el umbral más allá de la cual desaparece la imagen clásica del espacio-tiempo.
Como aparecen dos constantes que se preservan bajo las transformaciones de Lorentz, a sa-
ber: la velocidad de la luz c y la escala de energía y/o momento, a esta propuesta se la llama
relatividad doblemente especial (DSR, conforme al acrónimo de la expresión inglesa “Doubly
Special Relativity”) [85] (o también relatividad especial deformada).
1.6. Relatividad doblemente especial
Las teorías de relatividad doblemente especial (DSR) [85, 86] son un marco apropiado
para analizar la existencia de una incertidumbre mínima en gravedad cuántica. Además de
los motivos expuestos anteriormente, en este tipo de teorías la definición de la energía y el
momento físicos de las partículas se ve modificada (un rasgo propio de la interacción materia-
geometría) con respecto a la definición que presentan en relatividad especial estándar. Por
lo tanto, estas teorías pueden incorporar, al menos hasta cierto punto, los posibles efectos
causados por la presencia de la gravedad sin tener que acudir obligatoriamente a una inter-
pretación perturbativa. Por otro lado, las teorías DSR contienen una escala fundamental que
se cree está relacionada en última instancia con la escala de Planck, lo cual constituye una
característica común a diferentes formalismos para gravedad cuántica.
La modificación de la definición de la energía y el momento físicos en las teorías DSR es
tal que el sistema presenta una escala en energía y/o momento que es invariante bajo trans-
formaciones de Lorentz. Como se anticipó en la sección precedente, esto es posible porque la
implementación de la simetría Lorentz se vuelve no lineal en el espacio de momentos [85–91].
Una manera sencilla de construir esta realización no lineal es introducir una aplicación in-
vertible entre la energía-momento física P a y un 4-vector de Lorentz estándar Πa, que se
transforma linealmente según las leyes usuales de transformación de Lorentz de relatividad
especial, y al que se llama pseudo energía-momento [92] o energía-momento de fondo. Las
teorías DSR suelen formularse en el espacio de momentos debido el interés ocasionado por las
consecuencias fenomenológicas de las relaciones de dispersión en campos como la Astrofísica,
como ya se ha visto [79–84].
Para determinar entonces cuáles son las leyes de transformación Lorentz en el espacio de
posiciones y la geometría del espacio-tiempo existen diferentes propuestas [93, 94]. Una de
las más extendidas consiste en adoptar coordenadas espacio-temporales que no conmutan.
Un ejemplo de esto es el espacio-tiempo de Minkowski κ-deformado [91, 93]. Sin embargo,
también puede conseguirse la implementación de las teorías DSR en el espacio de posiciones
mediante geometrías conmutativas [94–100].
Más adelante seguiremos el segundo camino, pero a continuación, para mostrar una visión
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más amplia, abordaremos la conexión existente entre DSR y el espacio-tiempo de Minkowski
κ-deformado a través de las κ-álgebras de Poincaré.
1.7. Relación entre DSR y κ-álgebras de Poincaré
En la propuesta inicial de DSR se sugirió que este tipo de formalismos podría tener cabida
natural en teoría de grupos y álgebras cuánticos [85]. Poco después se confirmó [87, 88] que
el formalismo de la llamada álgebra de Poincaré κ-deformada (o κ-álgebra de Poincaré)
[101–104] es un posible marco matemático para describir la cinemática relativista de una
partícula libre en DSR.
La κ-álgebra de Poincaré consiste en una modificación del álgebra de Poincaré usual de
relatividad especial que se lleva a cabo mediante la introducción de un parámetro κ con
dimensiones de energía. Puesto que el formalismo de DSR persigue la incorporación de una
escala de energía y/o momento que no destruya la invariancia bajo la simetría Lorentz, una
suposición importante a la hora de construir una teoría DSR es que la subálgebra de Lorentz
de la κ-álgebra de Poincaré no se vea deformada. Por tanto, los tres generadores de rotaciones
Mi y los tres generadores de boosts Ni satisfacen [104]
[Mi,Mj] = iijkMk, [Mi, Nj] = iijkNk, [Ni, Nj] = −iijkMk, (1.18)
donde ijk es el símbolo de Levi-Civita (i, j, k = 1, 2, 3). Además, como las transformaciones
que plantean un problema al carácter fundamental de la escala adicional son los boosts, ge-
neralmente se admite que la acción estándar de las rotaciones se preserva y que los momentos
Pi (los generadores de traslaciones) conmutan; sólo los boosts sufren modificaciones en las
teorías DSR [90,93]. Así, tendremos:
[Mi, P0] = 0, [Mi, Pj] = iijkPk, [Pa, Pb] = 0 (a, b = 0, 1, 2, 3). (1.19)
Por otra parte, y teniendo en cuenta que los conmutadores de los generadores dependen de
la base elegida para la κ-álgebra, tras adoptar la base denominada "bicrossproduct basis" los
restantes conmutadores entre boosts y traslaciones (que sí sufren modificaciones) adquieren
la forma [91,104]





















− ~P 2eP0/κ, (1.21)
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de la que se desprende que el máximo valor que puede tomar el momento está dado por
el parámetro κ, |~P | ≤ κ, que se corresponde con un valor infinito de la energía, P0 → ∞.
Puede comprobarse que esta relación de dispersión es invariante bajo transformaciones de
boost deformadas. De esta expresión se obtiene, a primer orden de correcciones en el régimen
P0/κ 1 e identificando el parámetro de deformación κ con la escala de Planck, la relación
de dispersión modificada correspondiente a la primera propuesta de DSR que apareció en la
literatura [85,86] (véase Sec. 1.5), a la que se llama DSR1.
No obstante, hay que resaltar que la base “bicrossproduct” no es la única realización
posible de DSR, sino que la κ-álgebra puede venir expresada en diferentes bases, para cada
una de las cuales se obtiene una relación de dispersión distinta. Por ejemplo, para otra
propuesta relevante de DSR [89] (conocida como DSR2), en la que los generadores de boosts
se construyen combinando los boosts tradicionales con el generador de dilataciones, se tienen
los conmutadores [91]












junto con los dados por (1.18) y (1.19). En esta base, el Casimir conduce a la relación de
dispersión [89,91]
m2 =




de la que se deduce que tanto el rango de energías como el de momentos están acotados por
el parámetro de deformación, |~P | ≤ κ, P0 ≤ κ. Vemos por tanto que existe cierta ambigüedad
en la elección de base. Las hipótesis realizadas acerca de la acción de los momentos, rotaciones
y boosts restringen las posibilidades, pero para determinar la teoría DSR de forma unívoca
es necesaria información física y/o matemática adicional.
Después de haber obtenido el sector de una partícula es natural intentar hallar el sector
de muchas partículas, necesario para el análisis de procesos de dispersión. Sin embargo,
a diferencia de lo que sucede en relatividad especial ordinaria, en las teorías DSR dicha
generalización es muy compleja debido a la no-linealidad: el concepto de cuadrimomento
total es altamente no trivial en el formalismo DSR. Para el estudio del sector de muchas
partículas se requiere una nueva herramienta algebraica, proporcionada por el co-producto,
∆, que consiste en una aplicación del álgebra en su producto tensorial (para dos partículas,
∆ : A → A⊗A). La acción del co-producto en relatividad especial es trivial, es decir, satisface
la regla de Leibniz. Por ejemplo, el cuadrimomento total de dos partículas es simplemente
la suma sus cuadrimomentos:
∆(Pa)|1, 2〉 = (Pa ⊗ 1+ 1⊗ Pa)|1〉 ⊗ |2〉 =
(
P (1)a + P
(2)
a
) |1, 2〉. (1.24)
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Sin embargo, en la base “bicrossproduct” el co-producto es no-simétrico [91,104]
∆(P0) = P0 ⊗ 1+ 1⊗ P0, ∆(Pi) = Pi ⊗ 1+ e−P0/κ ⊗ Pi, ∆(Mi) =Mi ⊗ 1+ 1⊗Mi,
∆(Ni) = Ni ⊗ 1+ e−P0/κ ⊗Ni + 1
κ
ijkPj ⊗Mk. (1.25)
Este hecho supone un grave obstáculo para su interpretación física ya que, incluso en el caso
de dos partículas idénticas, se obtendrían resultados distintos dependiendo de qué partícula
se considere en primer lugar.
En aras de completar la explicación del formalismo de κ-álgebras de Poincaré, aunque no
sea imprescindible para esta discusión, conviene comentar que existen estructuras adiciona-
les que otorgan a las κ-álgebras de Poincaré la categoría de álgebras de Hopf. La aplicación
co-producto acompañada de una aplicación co-unidad forma una estructura de co-álgebra,
y ésta junto con el álgebra (que incluye una aplicación unidad) y ciertas propiedades for-
man una bi-álgebra. Añadiendo una aplicación llamada antípoda se tiene un álgebra de Hopf.
En sentido estricto, el formalismo DSR tan sólo describe el espacio de momentos; la
implementación de este formalismo es claramente incompleta porque carece de cualquier
descripción de la estructura del espacio-tiempo. No obstante, la definición de co-producto
hace posible extender el espacio de momentos al espacio de fases completo de forma única
mediante la construcción doble de Heisenberg [91], que se basa en que existe una correspon-
dencia uno a uno entre el sector co-algebraico del espacio de momentos y el sector algebraico
del espacio de posiciones y viceversa. Esta construcción se resume en los siguientes pasos. Se
definen las relaciones de dualidad 〈·, ·〉 entre variables de momento P,Q y de posición X,Y
de la siguiente forma [91]:
〈Pa, Xb〉 = −iηab, ηab = diag(−1, 1, 1, 1). (1.26)
Estas relaciones tienen que ser consistentes con la estructura de co-producto en el sentido
〈P,XY 〉 = 〈P (1), X〉〈P (2), Y 〉, 〈PQ,X〉 = 〈P,X(1)〉〈Q,X(2)〉. (1.27)
Por último, se define la relación
[P,X] = X(1)〈P (1), X(2)〉P (2) −XP. (1.28)
De estas expresiones se obtiene el espacio de fases deformado. En la base “bicrossproduct” el
espacio-tiempo de Minkowski κ-deformado viene dado por [91]
[X0, Xi] = − i
κ
Xi, [Xi, Xj] = 0, (1.29)
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y los conmutadores cruzados son
[X0, P0] = −i, [X0, Pi] = i
κ
Pi, [Xi, P0] = 0, [Xi, Pj] = iδij. (1.30)
El hecho de obtener un espacio-tiempo no-conmutativo se sigue de haber definido un co-
producto no-simétrico en el espacio de momentos. También se podría conseguir un espacio-
tiempo conmutativo definiendo un co-producto simétrico, pero para ello habría que introducir
modificaciones en los sectores algebraico y co-algebraico del álgebra de Hopf que no satisfarían
las condiciones de partida deseadas, esto es, las que llevan a las expresiones (1.18) y (1.19).
Se tiene cierta libertad para trasladar parte de la no-linealidad del sector de una partícula
al de dos partículas y al revés, pero en cualquier caso las modificaciones no lineales de la
acción de los boosts son inevitables.
1.8. Arco iris de gravedad
Hemos visto que DSR es un marco teórico sencillo formulado en el espacio de momen-
tos que permite explicar la posible fenomenología observable de gravedad cuántica de forma
efectiva modificando las leyes cinemáticas de la relatividad especial. Se trata por tanto de un
marco incompleto porque no ofrece ninguna información sobre la geometría espacio-temporal.
A pesar de ello, también hemos visto que es factible extender el formalismo de DSR al es-
pacio de posiciones. En la sección anterior mostramos un ejemplo de cómo hacerlo para una
geometría no-conmutativa y en el capítulo 4 estudiaremos varias propuestas manteniendo
coordenadas espacio-temporales conmutantes. Por otra parte, en esta sección presentamos
un formalismo que, aunque respeta la commutatividad del espacio-tiempo, intenta introducir
simultáneamente efectos que implican la escala de Planck y efectos de curvatura, postulando
que, bajo su acción combinada, la geometría pasa a depender explícitamente del cuadrimo-
mento Pa del sistema que lo sondea (esto es, la partícula de prueba que usa el observador).
Por esta razón, a este tipo de formalismos, introducido por Magueijo y Smolin, se los llama
arco iris de gravedad (gravity’s rainbow) [105]. Así, puede ocurrir que observadores diferentes
en el mismo espacio-tiempo le asignen métricas distintas, dependiendo del cuadrimomento
de sus sondas.
El postulado anterior se incorpora en la teoría simplemente permitiendo que las ecuaciones
de Einstein, incluidas la constante cosmológica y las constantes de acoplo, entre ellas la
gravitatoria, dependan de la energía y el momento de la partícula de prueba (en unidades
de Planck). Esto conduce a las ecuaciones modificadas
Gµν(Pa) = 8piG(Pa)Tµν(Pa) + gµν(Pa)Λ(Pa), (1.31)
donde G(Pa) es tal que G(0) denota la constante gravitatoria efectiva en el límite PaE−1P → 0.
El hecho de que la geometría y las constantes de acoplo “corran” con la energía-momento
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de la partícula es una situación hasta cierto punto similar a la que se encuentra en teoría
de renormalización [105]. No obstante, para cada valor fijo de la energía-momento de la
partícula de prueba, las ecuaciones modificadas de Einstein tienen las mismas propiedades
que las de relatividad general. De las anteriores ecuaciones se han obtenido, por ejemplo,
soluciones cosmológicas (Friedmann-Robertson-Walker) y de agujero negro (Schwarzschild)
[105]. En este trabajo nos centraremos exclusivamente en soluciones que contengan una región
asintóticamente plana.





ab = diag(−1, 1, 1, 1), (1.32)
que es plana para todo valor de la energía-momento. Puede contemplarse como una familia de
métricas planas parametrizada por Pa. Por otra parte, la tétrada dependiente de la energía-
momento ea µ, que podría usarse para describir el sistema de referencia en el que se sitúa
la partícula, tiende en el límite de baja energía-momento a una tétrada que describe la
geometría de Minkowski usual (globalmente para topología trivial). Denotamos dicha tétrada
límite por e˜a µ. Una manera de expresar estas propiedades consiste en considerar que, en un
espacio-tiempo con curvatura cero, una partícula de energía-momento Pa se desplaza en una
geometría dada por un conjunto de campos de bases ortonormales [105]
e0 =
e˜0
G(Pa) , ei =
e˜i
F(Pa) , (1.33)
donde G y F son dos funciones de la energía-momento del sistema que satisfacen G ≈ 1,
F ≈ 1 en el límite de energías y momentos bajos comparados con la escala de Planck.
Para introducir la curvatura espacio-temporal, Magueijo y Smolin apelaron al principio
de correspondencia en el límite de bajas energías y a un principio de equivalencia modifica-
do [105], de forma que la geometría viniera siempre determinada por un conjunto de campos
de base ortonormal como el introducido en la Ec. (1.33) (con los campos con tilde corres-
pondientes al caso de relatividad general estándar). En el caso de soluciones asintóticamente
planas de las ecuaciones de campo modificadas (o, indirectamente, en ciertas familias de
soluciones que, sin serlo, admitan un límite asintótico plano), Pa puede entenderse como la
energía-momento de la partícula en la región asintótica. A partir de la Ec. (1.33), vemos que
la modificación de las tétradas conlleva una redefinición no-lineal de la energía-momento.
La forma específica de esta redefinición depende de qué relación asumamos entre Pa y las
simetrías asintóticas. Volveremos a este punto en el capítulo 8.
En particular, de esta redefinición no lineal de la energía-momento se concluye que la
propuesta de arco iris de gravedad conduce al final a relaciones de dispersión modificadas,
pero lo hace partiendo de un planteamiento distinto al del formalismo DSR. Por otro lado, la
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dependencia energética de la familia de métricas da cuenta de efectos de retroalimentación de
la materia sobre la geometría sin necesidad de recurrir a un fondo (de Minkowski) en el que se
incluya el contenido material del sistema, es decir, posibilita un tratamiento no perturbativo.
Por ello el escenario de arco iris gravitatorio constituye otro ámbito apropiado para estudiar
la presencia de escalas invariantes y modificaciones a las relaciones de incertidumbre en
gravedad cuántica. Nosotros lo emplearemos para estudiar los cambios en la termodinámica
de agujeros negros a que da lugar este tipo de fenómenos.
Desde un punto de vista operacional, el formalismo de arco iris de gravedad puede con-
templarse como una extensión de DSR al espacio de posiciones que introduce efectos de
curvatura. En realidad, la prescripción (1.33) adoptada por Magueijo y Smolin en la cons-
trucción del escenario de arco iris gravitatorio viene motivada precisamente por la propuesta
que ellos hicieron para la realización de teorías DSR en el espacio-tiempo [105].
1.9. Ondas de Einstein-Rosen
Una clase particular de espacio-tiempos de especial interés para la que se ha realizado
el análisis de la incertidumbre temporal en detalle son las ondas de Einstein-Rosen [106],
que son ondas gravitatorias cilíndricas polarizadas linealmente. El primero en encontrar so-
luciones a relatividad general en vacío con simetría cilíndrica fue Beck [107] y, más tarde,
Einstein y Rosen las redescubrieron cuando buscaban espacio-tiempos que pudieran descri-
bir la propagación de ondas gravitatorias [108]. Estas ondas gravitatorias cilíndricas corres-
ponden a espacio-tiempos que poseen dos campos vectoriales de Killing espaciales conmu-
tantes ortogonales a hipersuperficies [109–111]. Estos espacio-tiempos admiten coordenadas
{t, R, θ, Z}, con rangos t ∈ R, R ∈ [0,∞), θ ∈ [0, 2pi), Z ∈ R, donde Z denota la coor-
denada del eje de simetría, mientras que R y θ son las coordenadas radial y angular en
cada superficie de Z y tiempo t constantes [112]. Por conveniencia, adoptamos la notación
{xi} := {Z, θ,R} (i = 1, 2, 3) para las coordenadas espaciales. Es posible tomar los dos cam-
pos vectoriales de Killing conmutantes como ∂/∂xa (a = 1, 2), de forma que la métrica sea
independiente de Z y θ [110,111].
En más detalle, partamos de una descomposición (3+1) de la métrica:
ds2 = −N2dt2 + hij(dxi +N idt)(dxj +N jdt), (1.34)
donde N es la función lapso, N i es el vector desplazamiento y hij es la tres-métrica inducida
en las hipersuperficies espaciales. Consecuentemente, el sistema gravitatorio presenta dos ti-
pos de ligaduras: la ligadura hamiltoniana, asociada a la invariancia bajo reparametrizaciones
temporales, y las ligaduras de momentos, que generan difeomorfismos espaciales. En primer
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lugar, es posible fijar la libertad “gauge” asociada a las ligaduras de momentos correspon-
dientes a las coordenadas xa exigiendo que, en las secciones de tiempo constante, la dirección
R sea ortogonal a las órbitas generadas por la acción del grupo de isometrías [110,111]. Este
requisito es equivalente a imponer que la tres-métrica inducida hij sea diagonal por bloques,
es decir, que haR = 0. En cuanto a la ligadura de momentos restante, que genera difeomorfis-
mos en la coordenada R, puede eliminarse imponiendo que dicha coordenada radial coincida
con la raíz cuadrada del determinante de la dos-métrica hab.
En el caso de ondas gravitatorias cilíndricas con polarización general, el sistema reducido
resultante tendría un espacio de configuración con tres grados de libertad y una ligadura
remanente: la hamiltoniana. Sin embargo, para las ondas de Einstein-Rosen, la condición
de polarización lineal implica que la métrica hab adopta una forma diagonal con nuestra
elección de coordenadas, de manera que el espacio de configuración tiene sólo dos grados
de libertad. Representamos estos grados de libertad por las funciones métricas ψ y γ, que
dependen solamente de las coordenadas temporal y radial, t y R, y cuyas exponenciales
describen, respectivamente, la norma del campo vectorial de Killing ∂/∂Z y el producto de
las componentes métricas hRR y hZZ [110,111].
Finalmente, puede suprimirse la libertad gauge correspondiente a la ligadura hamiltonia-
na, que aún permanece en el sistema, requiriendo que el momento canónicamente conjugado
a γ sea nulo. Como consecuencia, γ deja de ser una variable dinámica y queda fijada una
vez conocido el único grado de libertad remanente, ψ [110, 113]. Es sencillo comprobar que
la fijación del gauge está bien establecida y que (al exigir su estabilidad dinámica) implica
que la función lapso ha de ser de la forma N = f(t)e(γ−ψ)/2, donde f(t) es una función del
tiempo que por lo general puede absorberse con una redefinición de t [110]. Se escoge esta
función igual a e−γ∞/2, donde γ∞ es el valor de la función métrica γ cuando R→∞. Como
veremos enseguida, esta elección garantiza que ∂/∂t es una traslación temporal de norma




eγ(−e−γ∞dt2 + dR2) +R2dθ2]+ eψdZ2, (1.35)
con γ, como hemos dicho, determinado funcionalmente por ψ.
Suponiendo como condición de frontera [110,113] que la función métrica ψ decae suficien-
temente rápido cuando R→∞, se tiene que la métrica anterior describe un espacio-tiempo
asintóticamente plano con un déficit angular no nulo. El modelo reducido obtenido de esta
forma está libre de ligaduras y sólo tiene un grado de libertad, descrito por el campo ψ.
Por otra parte, el hamiltoniano que genera la dinámica del modelo puede obtenerse
a partir de la acción de Hilbert-Einstein, incluidos términos de frontera. Para hacer esto
consideramos primero una variedad que, en toda sección de tiempo constante, tiene una
frontera bidimensional que es un cilindro de cierto radio [110]. Además, restringimos la
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métrica del espacio-tiempo a la forma (1.35). Entonces, en el límite en que dicho radio tiende
a infinito obtenemos la acción reducida para la familia de ondas cilíndricas que queremos
estudiar. Puesto que se han suprimido todas las ligaduras en el proceso de fijación del gauge,
se concluye que el hamiltoniano del modelo reducido viene dado exclusivamente por términos





1− e−γ∞/2) . (1.36)
Aquí, G3 es la constante de Newton efectiva por unidad de longitud en la dirección del
eje de simetría. Vemos que γ∞ es una constante de movimiento, porque conmuta con el
hamiltoniano. Por tanto, dada cualquier solución clásica, es posible absorber el factor e−γ∞/2
en el elemento de línea definiendo una nueva coordenada temporal T mediante un reescalado
constante: T = e−γ∞/2t [110,113]. Hacemos notar que, desde el punto de vista de la métrica
espacio-temporal (1.35), esta redefinición cambia la normalización del campo vectorial de
Killing temporal en la región asintótica de manera que ∂/∂T ya no posee allí norma unidad.
No obstante, la introducción del tiempo T simplifica considerablemente la descripción de la
dinámica, como vermos a continuación. El sistema resultante tiene la métrica [109,110,112]:
ds2 = e−ψ
[
eγ(dT 2 + dR2) +R2dθ2
]
+ eψdZ2. (1.37)











Así pues, en términos de la coordenada temporal T, la ecuación de evolución del campo ψ
tiene exactamente la forma de una ecuación de ondas para un campo escalar libre sin masa
con simetría axial que se propaga en un espacio-tiempo de Minkowski tridimensional [109,110,

















Esta expresión da (exceptuando un factor multiplicativo) precisamente la energía del campo
escalar libre ψ en un círculo de radio R [109]. Aquí, asumimos que ∂ψ/∂T y ∂ψ/∂R decaen
lo suficientemente rápido en el infinito para que γ∞ permanezca finita.
De la discusión anterior concluimos, pues, que la dinámica del campo escalar ψ en tér-
minos del tiempo T no es sino la de un campo libre sobre un fondo minkowskiano tridi-
mensional, y viene determinada, por tanto, por el hamiltoniano H0 := γ∞/(8G3), que es
precisamente la energía total de dicho campo libre [109, 112]. De esta forma, la dinámica
de los espacio-tiempos (de cuatro dimensiones) de Einstein-Rosen resulta estar íntimamente
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relacionada con la de un campo escalar libre axisimétrico y sin masa que se propaga en un
espacio-tiempo de Minkowski en 2+1 dimensiones [109, 110, 112, 113]. Hay que resaltar que,
en la formulación genuinamente tetradimensional, el modelo de Einstein-Rosen presenta una
cota superior en la energía del sistema debido a la dependencia funcional que presenta el
hamiltoniano H, que denominaremos físico, con respecto a H0, al que nos referiremos como
hamiltoniano de fondo [114–117]. Como veremos en el capítulo 3, esto provoca que siem-
pre aparezca una incertidumbre temporal no nula en las ondas de Einstein-Rosen, tanto al
realizar una cuantización perturbativa como una no perturbativa [113–117].
Sin embargo, cabe la posibilidad de que puedan existir sistemas gravitatorios con propie-
dades similares a las de estas ondas cilíndricas, pero sin una cota superior para la energía. En
esta situación es inmediato efectuar el análisis de la incertidumbre temporal en una cuanti-
zación no perturbativa (asumiendo que este tipo de cuantización sea realizable) [106]. Como
en esta cuantización el tiempo físico es un parámetro, la cuarta relación de Heisenberg es
aplicable. Entonces, si el rango de la energía física no está acotado superiormente, el siste-
ma puede situarse en estados para los que la incertidumbre en la energía física sea infinita.
Por consiguiente, se concluye que se puede alcanzar una precisión temporal ilimitada. Este
resultado por sí solo justificaría el estudio de incertidumbre mínima, puesto que entonces
se dispondría de un contraejemplo que derribaría la creencia generalizada de que siempre
surge una incertidumbre mínima, tanto temporal como espacial, en escenarios de gravedad
cuántica.
1.10. Agujeros negros y formalismo de horizontes aislados
Por último, otro escenario de gravedad adecuado para estudiar la aparición de una in-
certidumbre mínima es el que proporcionan los agujeros negros. Este punto de vista viene
además motivado por la existencia de resultados que evidencian el carácter discreto del es-
pectro de operadores geométricos tales como el área del horizonte de agujeros negros [24–26].
Aunque este hecho no conlleva necesariamente una incertidumbre espacio-temporal mínima,
conduce ciertamente a una imagen espacio-temporal que no es continua a pequeñas escalas.
Otro aspecto, estrechamente relacionado, que sugiere el uso de agujeros negros es que satu-
ran la cantidad de información que puede almacenarse en una región espacio-temporal del
mismo tamaño [118], lo que, conjuntamente con las ideas del principio holográfico, produce
una incertidumbre temporal mínima no nula [119].
La definición de un concepto de energía de horizonte en física de agujeros negros se asienta
generalmente sobre convenios de normalización o propiedades globales. En consecuencia, la
energía no tiene un significado preciso genuino, incluso cuando el horizonte está asociado
a un campo de Killing global. Por ejemplo, en el caso sencillo de horizontes de sucesos en
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espacio-tiempos estáticos y asintóticamente planos puede determinarse la energía empleando
condiciones impuestas en la región asintótica, esto es, que el campo de Killing global esté
normalizado a la unidad allí. De este modo se asigna el valor de la energía ADM al horizonte
[120–124]. Este tipo de criterios pierde significación cuando se analizan los horizontes cuasi-
localmente y, por tanto, no se presupone el conocimiento del espacio-tiempo completo [121–
125].
Por sencillez nos centraremos en el caso sin rotación y en ausencia de campos materiales
para horizontes en equilibrio. Entonces, la energía del horizonte resulta generar “on shell”
traslaciones temporales en el horizonte a lo largo de un campo vectorial apropiado que
coincide con una normal nula. Esta normal puede reescalarse libremente por una constante.
Como hemos comentado, si el espacio-tiempo es estático y asintóticamente plano, se puede
eliminar esta libertad eligiendo justamente la normal nula proporcionada por el campo de
Killing que es unitario en el infinito. Pero, en general, esto no es posible (por ejemplo si existe
radiación en la región exterior o la métrica no presenta una simetría asintótica adecuada).
Para analizar esta clase de sistemas utilizaremos el concepto de horizontes débilmente
aislados [121–124], que no tienen por qué ser horizontes de Killing (aunque todo horizonte
de Killing es débilmente aislado), ni exigen el conocimiento de toda la historia del espacio-
tiempo, como sucede con los horizontes de sucesos. Eso sí, los horizontes débilmente aislados
están en equilibrio: nada de materia o radiación cruza a través de ellos y su área permanece
constante.
Para definir matemáticamente un horizonte débilmente aislado es necesario introducir
previamente algunos conceptos geométricos [124, 125]. Así, supongamos que M es una va-
riedad suave de cuatro dimensiones equipada con una métrica gab de signatura (−,+,+,+)
y que ∆ es una hipersuperficie nula en el espacio-tiempo (M, gab). Denotaremos {`a} a una
clase de equivalencia de normales nulas futuras a ∆, con la equivalencia de los campos vec-
toriales en ∆ dada por la multiplicación por cualquier función estrictamente positiva. En el
caso concreto de normales nulas relacionadas mediante un reescalado constante, la clase de
equivalencia correspondiente la llamaremos [`a]. Los “pull-backs” a ∆ los indicaremos me-
diante una flecha bajo los índices covariantes, y las igualdades sobre ∆ las denotaremos , .
Por otro lado, la métrica intrínseca de∆, qab , gab←−, es degenerada, por ser una hipersuperficie
nula. Como consecuencia, su inversa, qab, no es única, sino que admite la suma de cualquier
término de la forma ξ(a`b), con ξa en el espacio tangente de ∆. Diremos que un tensor qab
en ∆ es un inverso de qab si satisface qabqacqbd , qcd. La expansión θ(`) de una normal nula
`a se define por θ(`) := qab∇a`b, donde ∇a es la conexión libre de torsión en M definida
por gab. Se puede comprobar que esta definición es independiente de la elección de métrica
inversa, pero sí depende de la elección de normal nula. Con estas estructuras geométricas ya
podemos definir un horizonte débilmente aislado (sin rotación). Se dice que un par (∆, [`a])
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es un horizonte débilmente aislado si [124,125]:
1. La subvariedad tridimensional ∆ es una hipersuperficie nula con topología S2 × R.
2. Las ecuaciones de Einstein se cumplen en ∆.
3. La expansión de cualquier normal nula se anula en ∆ : θ(`) = qab∇a`b , 0.
4. La clase de equivalencia [`a] de normales nulas es tal que [£`, ∇ a←−]`
b , 0.
En la última condición, £ es la derivada de Lie. Si sólo se cumplen las tres primeras
condiciones, se define (∆, {`a}) como un horizonte no expansivo –hacemos notar que, en esta
definición, la condición 3 es válida para las clases de equivalencia más generales {`a} y no
sólo para [`a]–. La primera condición simplemente limita al horizonte a tener la topología que
uno espera que surja del colapso gravitatorio (esta restricción puede relajarse para permitir
topologías más generales). El segundo requisito establece las condiciones de contorno sobre el
comportamiento de los campos. Es análogo a las condiciones dinámicas que se suelen imponer
en el infinito. Sin embargo, mientras que en el infinito se exige que la métrica (y otros campos)
se aproximen a una solución asintótica específica de las ecuaciones de Einstein, la condición
2 no pide un comportamiento asintótico fijo, sino que permite que, en el horizonte, la métrica
se aproxime a cualquier solución de las ecuaciones de campo.
Las dos condiciones anteriores son poco restrictivas; se satisfacen en una gran variedad
de superficies. No obstante, la mayoría de estas superficies no tienen las características que
uno esperaría intuitivamente de un horizonte. La primera condición clave que distingue a un
horizonte débilmente aislado es la tercera. Implica que el área de las secciones esféricas del
horizonte es constante, capturando así la idea de “aislamiento” del horizonte sin tener que
introducir un campo de Killing. Denotamos el área del horizonte por A y definimos su radio
de área, rh, mediante A = 4pir2h. La condición 3 implica que la normal a ∆ es geodésica:
`a∇a`b , κs(`)`b. Aquí, κs(`) representa la aceleración de `a y la llamaremos gravedad superfi-
cial en el horizonte. La gravedad superficial no es una característica intrínseca del horizonte
propiamente dicha, sino de una normal nula específica: si se reescala la normal `a por una
función positiva f, la gravedad superficial κs(`) pasa a ser κs(f`) = fκs(`) +£`f [124,125].
Un horizonte no expansivo describe una mínima noción de cuasi-equilibrio, pero su es-
tructura no es suficiente para permitir la asignación al agujero negro de parámetros físicos
bien definidos. En particular, la gravedad superficial no es constante en ∆ necesariamente.
Por tanto, se deben imponer restricciones adicionales. Precisamente, la condición 4 implica
que la gravedad superficial κs(`) de un horizonte débilmente aislado es constante, es decir,
que se cumple la ley cero de la termodinámica de agujeros negros.
Dado un horizonte no expansivo (∆, {`a}), siempre se puede encontrar una clase de
equivalencia de normales nulas [`a] tal que el horizonte (∆, [`a]) sea débilmente aislado. De
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hecho, la libertad en la elección de [`a] es en realidad infinita. Históricamente, en un primer
momento se introdujo el concepto de horizonte aislado en vez del de horizonte débilmente
aislado que hemos presentado aquí. Un horizonte no expansivo es aislado si, en lugar de
la condición 4, se satisface el requisito de que para todos los vectores ξa tangentes a ∆ se
cumple [£`, ∇ a←−]ξ
b , 0. Este requerimiento implica que la condición 4 se satisface, puesto
que las normales nulas de [`a] son vectores tangentes a ∆, de manera que es más restrictivo
que ella. En sentido estricto, la condición 4 no es una limitación genuina porque dado un
horizonte no expansivo siempre es posible encontrar una clase de normales nulas [`a] para la
que es un horizonte débilmente aislado. Sin embargo, a partir de un horizonte no expansivo
no siempre se puede definir uno aislado. Posteriormente se descubrió que, en vez de imponer
el requisito original, para que se cumplan la ley cero y la primera ley de la termodinámica
de agujeros negros basta con exigir la condición 4. Esto motivó que se empezara a utilizar
la nueva clase, más amplia, de horizontes débilmente aislados.
En este formalismo la energía del horizonte débilmente aislado puede definirse empleando
un lenguaje hamiltoniano. No obstante, todavía perdura el problema de la normalización del
campo vectorial temporal que se convierte en la normal nula en el horizonte y define su masa.
De hecho, existe una familia paramétrica infinita de campos vectoriales de tipo tiempo, cada
uno de los cuales define una evolución hamiltoniana consistente y una energía de horizonte.
Los diferentes generadores de transformaciones hamiltonianas en el espacio de soluciones (el
espacio de fases covariante) pueden identificarse como las posibles elecciones aceptables de
la energía del horizonte [125] o, en una terminología alternativa, de la función de masa del
horizonte µ.
La normalización del campo vectorial temporal es importante porque, como hemos comen-
tado, la gravedad superficial κs depende de ella. Dado un horizonte de área A, la función
de masa µ está estrechamente relacionada con el campo vectorial temporal a lo largo del
cual tiene lugar la evolución. De hecho, a partir de las cuatro condiciones que determinan
un horizonte débilmente aislado puede demostrarse que la evolución definida por un campo
vectorial temporal es hamiltoniana si y sólo si se cumple la primera ley de la termodinámica
de agujeros negros, δµ = (κs/8piG)δA [125]. Pero esto todavía deja mucha libertad en la
elección de la normalización del vector temporal y la función de masa: cualquier función
integrable κs(A) lleva a una función de masa µ(A) admisible.
En ciertas situaciones puede considerarse que la existencia de diferentes funciones de
masa permisibles es consecuencia de una normalización modificada del vector temporal que
incorpora efectos gravitatorios con respecto a un fondo (por ejemplo, un espacio-tiempo
de Schwarzschild). Este planteamiento permite desarrollar una descripción no perturbativa
de estos efectos gravitatorios con la que analizar sus posibles consecuencias, en particular
respecto a la aparición de incertidumbres mínimas temporales.
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1.11. Tratamientos perturbativo y no perturbativo
Se ha mencionado ya que la mayoría de los resultados que apoyan la existencia de una
incertidumbre espacio-temporal mínima están basados en análisis cualitativos que implican
correcciones perturbativas, pero no en cuantizaciones totalmente consistentes de modelos
gravitatorios. Existen ciertas dudas sobre la aplicabilidad de los esquemas perturbativos
cuando la energía considerada sobre el fondo dado es grande, así como sobre el papel desem-
peñado por el tiempo en estos esquemas. Por ello, no está claro que se llegue a las mismas
conclusiones sobre la existencia de una incertidumbre mínima cuando la descripción cuán-
tica del sistema gravitatorio se realiza a partir de un tratamiento no perturbativo [99, 106],
entendiendo como tal una cuantización completa en la que, en particular, la modificación de
la energía-momento física del sistema debida a la interacción entre la materia y la geometría
puede venir incluida dentro de la teoría desde un primer momento.
En esta memoria de tesis se considerarán dos posibles descripciones diferentes de la
evolución cuántica del sistema en términos de un parámetro temporal que corresponde bien
al tiempo original del fondo o bien al tiempo físico del sistema. Nos referiremos a estos dos
tipos de descripciones como cuantizaciones perturbativa y no perturbativa, respectivamente.
El motivo de esta nomenclatura está relacionado con el hecho de que, para obtener el tiempo
físico a partir del tiempo del fondo, se suele comenzar con éste y se van introduciendo
términos de corrección, dependientes de la energía y del tiempo del fondo. Estas correcciones
son debidas a los efectos del contenido material sobre la geometría y viceversa. De esta
manera se llega a una serie con términos de orden perturbativo cada vez mayor. El tiempo
físico se obtiene mediante la suma de todos estos términos, es decir, una vez que se han
considerado la totalidad de las correcciones.
Capítulo 2
Planteamiento y objetivos
El mundo entero se aparta cuando ve pasar a un hombre
que sabe adónde va.
A. Saint-Exupéry.
Como objetivo principal de este trabajo de tesis, se desea analizar si la existencia de una
incertidumbre mínima espacio-temporal es realmente una característica inevitable en con-
textos de gravedad cuántica. Para ello estudiaremos tres clases de modelos gravitatorios que
admiten una cuantización exacta: además de las ondas gravitatorias cilíndricas de Einstein-
Rosen, para las que ya existen resultados previos en la literatura, consideraremos sistemas
libres relativistas en el marco de DSR, así como espacio-tiempos que contengan agujeros
negros (de Schwarzschild-anti-de Sitter).
Se eligen estos tres escenarios gravitatorios porque, además de permitir una cuantización
exacta (sin tener que recurrir a correcciones perturbativas), incorporan un rasgo común a
diversos formalismos de gravedad cuántica: la presencia de una escala de energía invariante
o privilegiada que desempeña un papel especial en el sistema.
El análisis se especializará en sistemas que admiten una formulación hamiltoniana, con
energía determinada por el valor del hamiltoniano sobre cada solución (“on shell”).
En estos escenarios estudiaremos la incertidumbre cuántica que afecta a los intervalos de
tiempo físico y, en el marco de relatividad doblemente especial (DSR), también a la longitud
física, definida ésta como la diferencia entre la posición física en un instante y el valor inicial
de dicha posición.
Se discutirán las diferencias que existen al realizar el estudio mediante dos esquemas
de cuantización: la que hemos llamado cuantización perturbativa, en la que se considera el
tiempo de un fondo como parámetro de evolución, y la cuantización no perturbativa, donde
el parámetro de evolución es el tiempo físico.
Asimismo, en cada uno de los contextos gravitatorios analizados, examinaremos el com-
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portamiento de la incertidumbre para el caso perturbativo hasta primer orden subdominante
en el sector de bajas energías comparadas con la escala de energía característica del escenario
correspondiente. Este análisis, además de servir como comprobación de los resultados obte-
nidos de la cuantización perturbativa general (esto es, teniendo en cuenta todos los términos
correctivos), permitirá identificar regímenes de validez de los diversos tipos de incertidumbre
mínima sugeridos en la literatura.
Seguiremos el siguiente plan. En primer lugar, en el capítulo 3 revisaremos brevemente
el análisis de la incertidumbre temporal en espacio-tiempos en vacío con simetría cilíndrica
y un contenido de ondras gravitatorias linealmente polarizadas (ondas de Einstein-Rosen).
Veremos que siempre aparece una incertidumbre temporal no nula para estas ondas, tanto
cuando se realiza una cuantización perturbativa del sistema como una no perturbativa.
A continuación estudiaremos la incertidumbre en tiempos y longitudes en el escenario
de un sistema libre relativista descrito en el marco de DSR (capítulos 5 y 6). Para llevar
a cabo este estudio extenderemos primero el formalismo de DSR al espacio de posiciones
(capítulo 4). Esto lo haremos introduciendo una propuesta canónica, de forma que se obten-
gan coordenadas espacio-temporales que sean conjugadas a la energía-momento física. Estas
coordenadas, que también denominaremos físicas, dependerán no sólo de las coordenadas del
fondo, sino además de la propia energía y momento. Debido a esta dependencia en energías,
la visión de la geometría que surge de la formulación canónica de DSR puede considerarse un
tipo de formalismo de arco iris gravitatorio. Adicionalmente, en el capítulo 4 estudiaremos
la relación entre todas las implementaciones canónicas de teorías de DSR en el espacio de
fases que han aparecido en la literatura, incluyendo la que construiremos nosotros.
En el capítulo 7 analizaremos la incertidumbre temporal en espacio-tiempos de tipo
Schwarzschild-anti-de Sitter. Examinaremos la ambigüedad en la función de masa para agu-
jeros negros con horizontes aislados y discutiremos los efectos de la existencia de una escala
fijada por la constante cosmológica. Discutiremos si la presencia de dicha escala, incluso en el
límite de constante cosmológica nula, implica la aparición de incertidumbres mínimas cuan-
do se asume una descripción efectiva cuántica correspondiente a un espacio asintóticamente
plano, como sería el caso si la constante cosmológica fuera idénticamente nula.
Finalmente, otro objetivo será explorar las modificaciones a la termodinámica de agujeros
negros que surgen en el contexto de arco iris de gravedad (capítulo 8). Para ello considerare-
mos dos formalismos de este tipo. Uno será el formalismo de arco iris propuesto inicialmente
por Magueijo y Smolin, que obtuvieron imponiendo la condición de que la contracción de
la energía-momento con un desplazamiento espacio-temporal infinitesimal fuera invariante,
de manera que las teorías de campos libres construidas a partir de este formalismo tengan
soluciones de ondas planas. El otro formalismo de arco iris que emplearemos será el que nos
proponemos construir nosotros a partir de una implementación canónica de DSR.
Capítulo 3
Incertidumbre temporal mínima en
ondas gravitatorias de Einstein-Rosen
Pues si vemos lo presente, cómo en un punto se es ido e acabado,
si juzgamos sabiamente, daremos lo non venido por pasado.
J. Manrique.
Hemos comentado ya que las ondas gravitatorias cilíndricas polarizadas linealmente se
describen en relatividad general mediante espacio-tiempos en vacío con simetría cilíndrica
en 3+1 dimensiones, pero su dinámica puede obtenerse directamente en términos de la de
un campo escalar axisimétrico sin masa propagándose en un fondo de Minkowski en 2+1
dimensiones [109, 110, 112, 113]. Un rasgo significativo de las ondas gravitatorias cilíndricas
es la existencia de dos nociones de evolución: una asociada con el tiempo del fondo de
Minkowski, T , y otra con el tiempo físico, t [109,110,113]. Se corresponden respectivamente
con las que hemos llamado cuantizaciones perturbativa y no perturbativa. En el primer caso
la dinámica viene dictada por el hamiltoniano del campo escalar axisimétrico sin masa, H0,
mientras que en el otro está generada por el hamiltoniano que proporciona la energía por
unidad de longitud a lo largo del eje de simetría en relatividad general, H [113–115]. Ambos





1− e−4G3H0) . (3.1)
Aquí, G3 es la constante gravitatoria por unidad de longitud en la dirección del eje y tiene
dimensiones de inverso de energía (o equivalentemente de tiempo, si tomamos ~ = 1). Se
puede considerar que la energía (tiempo) constante E∗ = 1/t∗ := 1/G3 actúa como una
especie de energía (tiempo) de Planck para el sistema.
El rango de energía física va de cero a E∗/4. El hecho de que la energía física esté
acotada superiormente se debe a que el hamiltoniano H es proporcional a un déficit angular
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en el infinito originado por la presencia de energía en las ondas gravitatorias. Este déficit
angular afecta a la norma de las traslaciones temporales asintóticas. Puesto que esta norma
debe ser la unidad para el tiempo físico t, debemos considerar un cambio de coordenada
temporal dependiente de la energía que lleve a la anterior transformación en el hamiltoniano.
Explícitamente,
t = Te4H0/E∗ := TK(H0). (3.2)
Nótese que el factor multiplicativo K que relaciona los dos tiempos es simplemente el inverso
de la derivada respecto a H0 de la función que relaciona los dos hamiltonianos. A baja energía
se recupera T como coordenada temporal, es decir, K(0) = 1.
3.1. Incertidumbre en el tiempo físico: caso perturbativo
Admitamos que es factible una cuantización del sistema con evolución generada por el
hamiltoniano del fondo H0. En esta descripción perturbativa, el tiempo de fondo T ejerce
de parámetro de evolución, mientras que el tiempo físico t está representado por una familia
uniparamétrica de operadores [106]
t̂ = K̂T, (3.3)
donde el operador K̂ se construye en términos del correspondiente al hamiltoniano de fondo
utilizando el teorema espectral, K̂ := K(Ĥ0).
En nuestro estudio sólo consideraremos diferencias entre las variables de tiempo, es decir,
intervalos, especificando que las mediciones cuánticas se inician en el instante T = t = 0 [100].
3.1.1. Cálculo de la incertidumbre en el lapso de tiempo físico
Para calcular la incertidumbre en el tiempo físico t̂ empleamos el siguiente procedimiento
[106]. Dado un estado cuántico, podemos medir la densidad de probabilidad del hamiltoniano
H0, que es estacionaria porque el sistema es conservativo. Mediante el teorema espectral
[2], esta distribución determina la del operador K̂. Entonces podemos determinar su valor
esperado, 〈K̂〉, y su desviación cuadrática media, ∆K. Por otro lado, podemos rastrear
el transcurso del tiempo T analizando la evolución de las densidades de probabilidad de
cualquier conjunto de observables en el estado cuántico. Este método lleva a una distribución
estadística para T con densidad de probabilidad ρ(T ). Designamos el valor medio mediante
T . Dado que la evolución en este parámetro está generada por Ĥ0, la incertidumbre ∆T de
esta distribución cumple la cuarta relación de Heisenberg ∆T∆H0 ≥ 1/2. Por lo tanto, en el
cálculo de la incertidumbre ∆t interviene un doble promedio, ya que tenemos que hallar el
valor esperado cuántico 〈K̂〉 y también promediar sobre el parámetro temporal T. Como las
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medidas de H0 y T son independientes, la densidad de probabilidad del tiempo físico t es el
producto de las de T y K̂ [106]:
(∆t)2 =
∫
dTρ(T ) 〈 T 2K̂2 − T 2〈K̂〉2 〉 = (T∆K)2 + 〈K̂〉2(∆T )2 + (∆T∆K)2. (3.4)
A continuación vamos a demostrar que esta ecuación implica la existencia de una in-
certidumbre mínima no trivial en el tiempo físico cuando se lleva a cabo una cuantización
perturbativa. Como esta expresión es la suma de términos positivos, la incertidumbre tem-
poral se anularía sólo si cada uno de ellos fuera igual a cero, pero esto no es posible en ningún
instante de tiempo T 6= 0.1 Para demostrarlo clara y sencillamente es conveniente expresar
la Ec. (3.4) como
(∆t)2 = T
2





donde se ha usado la cuarta relación de Heisenberg.
Para que la incertidumbre ∆t se anulase, el primer sumando en la desigualdad debería
ser cero. Esto implicaría que ∆K debería anularse para T 6= 0. La función K dada por la Ec.
(3.2) es estrictamente monótona en H0 ∈ R+ y, por tanto, biyectiva. Entonces, el teorema
espectral [2] asegura que los autoestados de los operadores K̂ y Ĥ0 coinciden y que la
condición ∆K = 0 implica ∆H0 = 0. Por otra parte, como K2 es una función estrictamente
positiva, 〈K̂2〉 no se anula. Entonces, si ∆K se hiciera cero, el segundo sumando de la
desigualdad (3.5) divergiría.
3.1.2. Correcciones a primer orden
Para una cuantización perturbativa –que permite construir una cuantización completa,
en la que se incorporan todas las correcciones– sería de esperar que las conclusiones que
se obtienen sobre incertidumbre mínima fueran coherentes con las que se extraen del mero
desarrollo perturbativo a medida que se va aumentando el orden de tales correcciones. Esto
motiva el estudio que se hace a continuación sobre el comportamiento de la incertidumbre en
el tiempo físico t̂ en el caso perturbativo cuando se aproxima este operador manteniendo sólo
la corrección a primer orden en la energía. Este análisis viene a ser una comprobación de la
consistencia de los resultados obtenidos sobre incertidumbre mínima en el caso perturbativo.
Expandiendo K(H0) en torno al valor nulo de la energía de fondo, K(H0) ≈ 1 + 4H0E−1∗ ,
obtenemos 〈K̂〉 ≈ 1 y ∆K ≈ 4E−1∗ ∆H0 a primer orden. Sustituyendo en la Ec. (3.4),
(∆t)2 ≈ 16T 2E−2∗ (∆H0)2 + (∆T )2 + 16E−2∗ (∆T∆H0)2. (3.6)
1Esto implica una incertidumbre no nula para cualquier intervalo de tiempo físico si identificamos el tiempo
cero con el instante en que iniciamos el proceso de medida, que es la postura adoptada habitualmente.
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Recordando que ∆T∆H0 ≥ 1/2 podemos obtener fácilmente una cota inferior para el miem-
bro derecho de esta expresión en función exclusivamente de ∆H0. De su posterior mini-
mización tratando ∆H0 ≥ 0 como variable, se deduce una cota inferior universal (esto es,
válida para cualquier estado cuántico) para la incertidumbre ∆t. Los extremos se obtienen
imponiendo que la derivada primera con respecto a ∆H0 se anule. Se llega a
(∆t)2 & 4t2∗ + 4t∗T . (3.7)
Esta expresión se asemeja al tipo de ecuación efectiva propuesta en las Refs. [7–9] para des-
cribir la limitación en la medición de distancias. El primer sumando aporta una contribución
constante a la incertidumbre total del orden del tiempo “de Planck” t∗, y puede interpretarse
como una incertidumbre cuántica de origen gravitatorio cuántico [5, 6]. La segunda contri-
bución es una incertidumbre del orden de
√
t∗T , que tiene la misma dependencia temporal
que la que se encuentra en los dispositivos de Salecker-Wigner [7–10,31] o en los modelos de
camino aleatorio para las fluctuaciones cuánticas del espacio-tiempo [11, 12, 35]. Este resul-
tado supone un respaldo a la afirmación de que la incertidumbre temporal es estrictamente
positiva en la cuantización perturbativa.
3.2. Incertidumbre en el tiempo físico: caso no perturba-
tivo
Pasamos ahora a la discusión de la incertidumbre en los intervalos de tiempo físico cuando
se adopta el hamiltoniano físico H como generador de la evolución cuántica. En general, es
posible construir una cuantización no perturbativa partiendo de la perturbativa, que se ha
supuesto que existe.
El estudio de la incertidumbre temporal en la cuantización no perturbativa es sencillo.
Como el tiempo físico es un parámetro dinámico, la incertidumbre en t está limitada sola-
mente por la cuarta relación de Heisenberg, ∆t∆H ≥ 1/2. Entonces, la existencia de una
incertidumbre temporal mínima no trivial depende de si el espectro del hamiltoniano físi-
co está o no acotado superiormente. El resultado no depende de otros detalles del sistema.
Recordando que el rango de la energía física está acotado por el valor E∗/4 llegamos a la
conclusión de que existe un límite en la resolución temporal para las ondas gravitatorias de
Einstein-Rosen también en el modelo no perturbativo.
Capítulo 4
Formulación canónica de relatividad
doblemente especial
Su teoría es descabellada,
pero no lo suficiente para ser correcta.
N. Bohr.
El siguiente escenario de gravedad cuántica donde vamos a estudiar la incertidumbre
espacio-temporal es el de una partícula libre descrita en el marco de relatividad doblemente
especial (DSR). No obstante, como lo habitual es que las teorías DSR vengan enunciadas en
el espacio de momentos, para poder llevar a cabo el análisis de la incertidumbre temporal y
espacial –que posponemos para los dos siguientes capítulos–, es necesario extender primero el
formalismo de DSR al espacio de posiciones (esto es, al espacio-tiempo). En este capítulo se
resumen algunos aspectos de la formulación de las teorías DSR en el espacio de momentos y
se introduce una propuesta canónica para su realización en el espacio de posiciones [99,100].
Se obtienen coordenadas espacio-temporales que son conjugadas a la energía-momento física
y que dependen no sólo de las coordenadas del fondo, sino también de la propia energía y el
momento. Por otra parte, han aparecido en la literatura otras propuestas canónicas de DSR
enunciadas de forma distinta a la presentada aquí [95–98]. Aclararemos la conexión entre
todas ellas, demostrando que en realidad son equivalentes [126]. Además, discutiremos en
detalle los principios de incertidumbre generalizados que surgen de estas realizaciones canó-
nicas, estudiaremos la posibilidad de conseguir regímenes en los que el comportamiento de
variables apropiadas de posición y (energía-)momento sea aparentemente clásico, y explicare-
mos cómo reconstruir una formulación DSR partiendo sólo de un conjunto de conmutadores
básicos entre variables de posición y de (energía-)momento [98,126].
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4.1. DSR en el espacio de momentos
Un aspecto característico de las teorías DSR es que poseen una escala invariante Lorentz
en energía y/o momento, además de la proporcionada por la velocidad de la luz en relatividad
especial [85–91]. La invariancia de dicha escala es únicamente posible gracias a una acción no
lineal del grupo de Lorentz en el espacio de momentos. Una forma simple de construir una
acción de este tipo consiste en definir una aplicación invertible U entre la energía-momento
física P a = (E, pi) y un cuadrivector de Lorentz usual Πa = (,Πi), denominado energía-
momento de fondo [92].1 La transformación de Lorentz no lineal para la energía-momento
física está dada por [90,92]
La(Pb) =
[
U−1 ◦ L ◦ U]
a
(Pb), (4.1)
donde L es la acción lineal usual del grupo de Lorentz.
En la región de bajas energías y momentos comparadas con la escala DSR, se debe
recuperar la relatividad especial estándar. Debido a ello, las variables físicas y las de fondo
han de coincidir en este límite y, por tanto, la aplicación U debe tender a la identidad (es
decir, g ≈ , f ≈ Π en dicha región). Además, una hipótesis simplificadora que se acepta
generalmente es que la acción estándar de las rotaciones se preserva; sólo los boosts se ven
modificados en las teorías DSR [90, 93]. Como consecuencia, con la notación p := |~p | y
Π := |~Π|, la expresión funcional más general de la aplicación U (y de su inversa) es [93,99]
Πa = Ua(Pb)⇒










Dado que los boosts de Lorentz usuales recorren todo el rango [0,∞), tanto para la
energía como para (la norma del) momento, la imagen de U debe ser igual a este rango,
de modo que la imagen inversa bajo U de L ◦ U pueda existir siempre en la Ec. (4.1). Por
otra parte, para poder tener una escala finita en energía E∗ (y/o en momento p∗) invariante
bajo las transformaciones de Lorentz no lineales (4.1), es necesario que la aplicación U
haga corresponder esta escala finita con el infinito del espacio de pseudo momentos, ya que
el infinito es la única escala invariante en relatividad especial estándar. Por consiguiente, la
aplicación U debe tener una singularidad en E∗ (y/o p∗) y el dominio de definición de U (que
se supone que contiene la región de bajas energías y momentos) está acotado superiormente
por esa escala [90]. Debido a ello, las teorías DSR se pueden clasificar en tres tipos: de tipo
DSR1 si solamente es el momento físico el que está acotado superiormente, de tipo DSR2 si
1Los índices latinos en minúsculas de principio y mitad del alfabeto representan índices de Lorentz (es-
tándares o “modificados”) e índices espaciales planos, respectivamente.
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tanto la energía como el momento físicos están acotados, y de tipo DSR3 si es únicamente
la energía física la que lo está.
4.2. DSR en el espacio de posiciones
Las teorías DSR suelen formularse en el espacio de momentos debido principalmente al
interés en investigar las implicaciones observacionales de las relaciones de dispersión deforma-
das [79–85]. Existen diferentes propuestas para determinar la geometría del espacio-tiempo
modificada y las correspondientes leyes de transformación en el espacio de posiciones consis-
tentes con las teorías DSR [93,94]. Como vimos en la introducción, una de las más populares
se basa en abandonar la conmutatividad de las coordenadas espacio-temporales, como ocu-
rre por ejemplo en el espacio-tiempo de Minkowski κ-deformado [91, 93]. No obstante, es
también factible una formulación de las teorías DSR en el espacio de posiciones sin renun-
ciar a las geometrías conmutativas [94–100]. La propuesta que se adoptará aquí [99] para
la realización de DSR en el espacio de posiciones se asienta en el requisito de invariancia
de la forma simpléctica dqa ∧ dΠa (donde la cuña denota el producto exterior y los índices
de Lorentz se bajan con la métrica de Minkowski). De esta forma se obtienen coordenadas
espacio-temporales modificadas xa que son conjugadas a la energía-momento física Pa; es
decir, la relación entre (qa,Πa) y (xa, Pa) está dada por una transformación canónica. En
principio, a la energía-momento física se le puede asignar entonces el papel de generador de
las traslaciones espacio-temporales en las coordenadas xa. Esta propuesta lleva, además, a
la expresión correcta de las coordenadas espacio-temporales físicas en el caso de las ondas
de Einstein-Rosen (formuladas en 2+1 dimensiones) [106,109].
Es inmediato completar la aplicación U para alcanzar una transformación canónica que
proporcione las variables de posición xa conjugadas a Pa. Utilizando la forma de esta apli-
cación entre Pa = (−E, pi) y
Πa =
(




y pidiendo que los orígenes de los dos conjuntos diferentes de coordenadas espacio-temporales
coincidan, es fácil ver que la transformación deseada está generada por la función [99]




Entonces, xa = ∂F/∂Pa. Haciendo uso del teorema de la función implícita (y de la identidad
pj/p = Πj/Π) se obtienen finalmente las expresiones de las nuevas coordenadas espacio-




















































es el jacobiano de la aplicación inversa U−1 entre (,Π) y (E, p), y las funciones f y g (y, por
consiguiente, J) dependen de (,Π). Conviene resaltar que la transformación (4.5) es lineal
en las coordenadas qa, pero generalmente depende no linealmente de la energía-momento.
En adelante, a (xa, Pa) y (qa,Πa) las llamaremos variables físicas y variables de fondo,
respectivamente. Además, a q0 la designaremos por T y a x0 por t para enfatizar el papel
realizado por el parámetro de evolución en la discusión. Notamos que, al igual que sucede
con la energía-momento, las coordenadas físicas y de fondo coinciden en el límite en el que
las energías y momentos son bajos comparados con la escala DSR, puesto que en esta región
g(,Π) ≈  y f(,Π) ≈ Π.
La extensión canónica de DSR al espacio de posiciones que hemos presentado aquí no es
la única posible; existen varias propuestas que se basan de un modo u otro en una formu-
lación canónica de las transformaciones de Lorentz [95–98]. A continuación vamos a poner
de manifiesto la relación existente entre todas estas propuestas canónicas, demostrando que
son de hecho equivalentes [126].
4.3. Equivalencia entre implementaciones canónicas de
DSR
La primera de estas propuestas fue realizada por Mignemi al investigar el formalismo
hamiltoniano para una partícula libre con energía-momento física Pa y coordenadas espacio-
temporales conmutativas asociadas xa [95]. En esta propuesta se identifica el espacio de
posiciones con el cotangente al espacio de momentos. También se introduce implícitamente
el requisito de que el origen de las coordenadas espacio-temporales permanezca invariante
bajo transformaciones de Lorentz. De la Ec. (4.1), la acción no lineal de las transformaciones
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de Lorentz en el espacio de momentos es2
Pa → P ′a = La(Pb). (4.7)
Exigiendo entonces covariancia, Mignemi dedujo la siguiente transformación de coordenadas
[95]





xb := L¯a(xb, Pc). (4.8)
Nótese que, de la Ec. (4.7), ∂P ′a/∂Pb = ∂La/∂Pb. La anterior transformación en el espacio de
posiciones es lineal en las coordenadas xa, pero depende de manera no trivial de la energía-
momento física.
Otra propuesta, que apareció independientemente de la anterior y fue enunciada por Hin-
terleitner, sugiere una realización de DSR en el espacio de posiciones tal que la transformación
de Lorentz completa en el espacio de fases sea canónica [96].3 Se parte de transformaciones ca-
nónicas entre coordenadas del espacio de fases en dos sistemas inerciales diferentes, (xa, Pa) y
(x′a, P ′a), imponiendo que su restricción al espacio de momentos coincida con las correspon-
dientes transformaciones de Lorentz en DSR. La transformación canónica queda entonces
totalmente fijada si demandamos que su acción sobre las coordenadas espacio-temporales
sea homogénea (es decir, que el origen permanezca invariante). Llamando Pa = Pa(P ′b),
se concluye rápidamente que x′a = (∂Pb/∂P ′a)xb, de forma que (usando el teorema de la
función inversa) se llega justamente a la transformación (4.8). Por lo tanto, vemos que las
sugerencias [95] y [96] son efectivamente la misma. Advirtamos que, a pesar de que las dos
aparecieron en la literatura por separado, su equivalencia es realmente obvia una vez que se
entiende la condición de covariancia como la invariancia de la forma simpléctica dxa∧dPa, lo
que a su vez implica que las transformaciones de Lorentz consideradas deben ser canónicas.
Por otro lado, a partir de la relación (4.5) entre las coordenadas físicas y de fondo pro-
porcionada por nuestra formulación canónica de DSR [99,100] podemos fijar completamente
la acción no lineal del grupo de Lorentz tanto en el espacio de posiciones como en el de
momentos [126]:
L˜(xa, Pa) = [U˜
−1 ◦ L˜ ◦ U˜ ](xa, Pa). (4.9)
2Aquí hemos adaptado convenientemente todas las expresiones a nuestra notación. En la Ref. [95] la acción
de los boosts deformados se denota por W, en vez de usar el símbolo L para todas las transformaciones de
Lorentz en DSR. Además, a la energía-momento física y a las coordenadas espacio-temporales conjugadas
se las llama, respectivamente, pa y qa, mientras que nosotros designamos estas variables físicas como Pa y
xa [99, 100]. Reservamos la notación qa para las coordenadas espacio-temporales de fondo conjugadas a la
pseudo energía-momento Πa.
3Aunque, por simplicidad, el análisis en [96] se restringe a espacio-tiempos bidimensionales, aquí repro-
ducimos los argumentos en cuatro dimensiones.
42 Capítulo 4. Formulación canónica de relatividad doblemente especial
Aquí, L˜ representa la acción lineal estándar del grupo de Lorentz en el espacio de fases,
mientras que U˜ es la aplicación canónica entre las variables físicas y de fondo determinada
por U y las Ecs. (4.5).
Como U˜ es una transformación canónica, también lo es su inversa, U˜−1. Además, la acción
de Lorentz usual L˜ también corresponde a una transformación canónica, que relaciona las
variables de fondo de un sistema inercial con las de otro. Por lo tanto, la composición L˜ =
U˜−1◦L˜◦ U˜ es una transformación canónica. Su restricción al espacio de momentos reproduce
la Ec. (4.1), de modo que L˜ puede considerarse como la extensión canónica al espacio de
fases de la transformación DSR de la energía-momento. Además, L˜ deja invariante el origen
de coordenadas espacio-temporales (porque así lo hacen U˜ y L˜). Por consiguiente, nuestra
propuesta conduce exactamente a la misma transformación de Lorentz en el espacio de fases
físico sugerida en la Ref. [96]. En conclusión, nuestra elaboración canónica de DSR resulta
ser equivalente a las presentadas en [95] y [96]. La principal diferencia entre ellas y nuestra
propuesta es que las primeras introducen directamente la transformación canónica entre
variables físicas en el espacio de fases medidas por dos observadores distintos, relacionadas
mediante una transformación de Lorentz no lineal, mientras que la nuestra descansa en la
aplicación canónica entre variables físicas y de fondo. Dicho de otro modo, en [95] y [96]
se proporciona la aplicación no lineal L˜ que figura en la Ec. (4.9), en tanto que nuestra
propuesta proporciona la aplicación U˜ .
Por otra parte, en la Ref. [97] Cortés y Gamboa analizaron la modificación de los con-
mutadores cuánticos bajo la suposición de que las coordenadas espacio-temporales son los
generadores de las traslaciones en las variables de energía y momento de fondo, Πa, de mane-
ra que son canónicamente conjugadas entre sí. Conforme a nuestra notación (que difiere de
la de la Ref. [97]), dichas coordenadas espacio-temporales pueden identificarse entonces con
qa. De forma semejante, se pueden considerar coordenadas espacio-temporales que generen
las traslaciones en la energía-momento física Pa. Éstas son las que hemos denominado coor-
denadas espacio-temporales físicas xa. La relación entre (qa,Πa) y (xa, Pa) es obviamente
una transformación canónica.
Por último, en la Ref. [98] Hossenfelder adoptó un punto de vista muy similar. El vector
de onda ka introducido en ese trabajo es a lo que nos hemos referido como energía-momento
física Pa, y es canónicamente conjugado a las coordenadas físicas xa. Este vector de onda
está relacionado con la pseudo energía-momento a través de la aplicación no lineal U.
En conclusión, aunque en la literatura existen varias propuestas de realización canónica
de DSR en el espacio de fases, todas ellas son en realidad equivalentes, desembocando en las
mismas transformaciones de las coordenadas espacio-temporales.
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4.4. Relaciones de conmutación modificadas
A partir de una formulación canónica de DSR se pueden deducir relaciones de conmuta-
ción modificadas si se eligen como variables elementales del espacio de fases cualquiera de
los dos conjuntos de variables mezcladas (qa, Pa) [97] o (xa,Πa) [98] (es decir, mitad físicas
y mitad de fondo). Queremos discutir ahora el distinto comportamiento de los principios de
incertidumbre generalizados que se obtienen con estos dos conjuntos. Partiendo de los con-
mutadores básicos modificados, también proporcionaremos un método específico de hallar la
aplicación U que determina una teoría DSR.
4.4.1. Conmutadores fundamentales
En la Ref. [97], Cortés y Gamboa asignaron conmutadores al conjunto completo de va-
riables mezcladas (qa, Pa) del espacio de fases multiplicando sus corchetes de Poisson por la
unidad imaginaria i. Obtuvieron así [97]




con el resto de conmutadores nulos. Recordamos que ∂Pb/∂Πa = ∂U−1b /∂Πa según la Ec.
(4.2). De las Ecs. (4.2) y (4.10) obtenemos finalmente los conmutadores no triviales [126]
[qˆ0, Eˆ] = −i ∂̂g
∂




























Podemos ver estas relaciones como un principio de incertidumbre generalizado, notando
que se recuperan las relaciones de Heisenberg usuales para energías y momentos muy por
debajo de la escala DSR (escala de Planck), porque g ≈  y f ≈ Π en este límite. También
merece la pena indicar que todos los operadores del miembro derecho de estas expresiones
conmutan, porque están determinados únicamente como funciones de la energía-momento,
sin ninguna contribución de las variables de posición qa. En términos de estos conmutadores
fundamentales, también podemos definir el conmutador de otras funciones del espacio de
fases.
Para simplificar nuestras expresiones y hacer más clara la diferencia entre esta elección
de conmutadores fundamentales y los considerados por Hossenfelder en la Ref. [98], nos
limitaremos en esta subsección a una subfamilia de teorías DSR en las que la energía física
es simplemente una función de la energía de fondo, sin ninguna dependencia del momento de
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fondo, esto es, E = g(). Estas teorías han recibido especial atención en la literatura [97,98].
Como consecuencia inmediata del hecho de que (∂g/∂Π) = 0, el conmutador [qˆi, Eˆ] se hace
cero. Consideremos, además, teorías DSR de las clases DSR2 y DSR3, cuya energía física
está acotada superiormente. En estos tipos de teorías se tiene que (∂g/∂) → 0 cuando 
se aproxima a infinito y, por tanto, el conmutador [qˆ0, Eˆ] se anula para energías de fondo
infinitamente grandes.
Por otro lado, en teorías del tipo DSR1 o DSR2, que presentan una cota superior en
el momento, las dos derivadas parciales ∂f/∂ y ∂f/∂Π pueden anularse a medida que 
y Π tienden a infinito (sobre la capa de masas). No obstante, esto no es una consecuencia
necesaria de la cota superior para el momento físico porque la función f depende tanto de
 como de Π. Si (∂f/∂) → 0 cuando la pseudo energía-momento se aproxima a infinito, el
conmutador [qˆ0, pˆi] se vuelve cero. Análogamente, si (∂f/∂Π)→ 0, los conmutadores [qˆi, pˆj]
son despreciables cuando la pseudo energía-momento se hace grande, porque para teorías de
las familias DSR1 o DSR2 también se tiene que (f/Π) → 0 en infinito. Por consiguiente,
los operadores que representan las coordenadas espaciales de fondo conmutarían con los que
simbolizan el momento físico.
Así pues, llegamos a la conclusión de que todos los conmutadores modificados del espacio
de fases pueden anularse para teorías DSR2 cuando la pseudo energía-momento tiende a
infinito (en la capa de masas). Es posible entonces encontrar teorías DSR en las que el com-
portamiento de las variables del espacio de fases (qa, Pa) se vuelva clásico al aproximarnos a
la región de la escala invariante de energía y momento.
Analizamos ahora la elección de conmutadores fundamentales realizada por Hossenfelder
[98], que corresponden a las variables del espacio de fases mezcladas (xa,Πa). Obtenidos
directamente de los corchetes de Poisson, están dados por




con ∂Πb/∂Pa = ∂Ub/∂Pa, que, junto con la Ec. (4.2) y la restricción a la subfamilia de teorías
DSR con E = g(), lleva a [126]
[xˆ0, ˆ] = −i 1̂
∂g




























Para aligerar las expresiones, hemos usado la notación del tipo ∂g := ∂g/∂ para las deri-
vadas parciales que aparecen en los denominadores.
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Tal como hemos comentado antes, (∂g/∂) → 0 cuando la energía auxiliar se aproxima
a infinito en teorías DSR2 y DSR3. Así, [xˆ0, ˆ] diverge en dicho límite y se da una ausencia
total de resolución para mediciones simultáneas de x0 y . Por otra parte, para una teoría
DSR genérica, [xˆ0, Πˆi] puede o bien anularse o tender a infinito dependiendo de la expresión
funcional de las derivadas parciales de f y g, sin ninguna restricción a priori. Finalmente,
para teorías DSR1 y DSR2, el cociente Π/f (y posiblemente también 1/∂Πf) tiende a in-
finito para pseudo energía-momento grande (en la capa de masas). Por tanto, para estas
teorías [xˆi, Πˆj] diverge. Vemos entonces que todos los conmutadores fundamentales no tri-
viales pueden divergir para ciertas teorías DSR2, con una pérdida completa de resolución
cuando se alcanza el régimen de la escala invariante de energía y momento (físicos). Este
resultado contrasta fuertemente con las conclusiones obtenidas para la elección alternativa
de conmutadores modificados (4.11) que hemos analizado previamente.
También se puede estudiar el comportamiento de los conmutadores cuando la energía se
limita a ser una cierta función del momento. Esta interdependencia hace que las expresiones
de los conmutadores cambien “on shell”. Después de la restricción a superficies de energía, y
por ejemplo con la elección de conmutadores modificados (4.11) de la Ref. [97], se obtiene el
principio de incertidumbre generalizado [126]


















Esta expresión es similar a la última de las Ecs. (4.11), pero con la derivada parcial de f con
respecto a Π reemplazada por una derivada total. Esta sustitución simplifica el análisis de la
aparición de un comportamiento clásico. Para teorías DSR1 y DSR2 es inmediato percatarse
de que el cociente f/Π y la derivada total df/dΠ tienden a cero cuando el momento de
fondo tiende a infinito. Con ello, los conmutadores de los operadores que representan las
variables de posición (espaciales) de fondo y el momento físico se anulan en este límite, que
corresponde al régimen en que el momento alcanza el valor de la escala invariante.
Aunque inicialmente pueda parecer contraintuitiva, la aparición de un régimen con esta
clase de comportamiento clásico no supone en realidad ninguna inconsistencia. Si se mide
la posición de fondo con resolución infinita, entonces, de acuerdo al principio de Heisenberg
estándar, debe obtenerse una incertidumbre total en su momento conjugado, que es el de
fondo. Sin embargo, dado que las teorías DSR1 y DSR2 hacen corresponder momentos de
fondo de valor infinito con una escala finita de momento físico, la incertidumbre en los
momentos físicos puede mantenerse bajo control, dando lugar a un producto nulo con la
incertidumbre en la posición de fondo.
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4.4.2. Obtención de una teoría DSR a partir de un principio de
incertidumbre generalizado
Para concluir este capítulo, obtendremos, utilizando un conjunto de conmutadores mo-
dificados, expresiones explícitas de la aplicación no lineal U que caracteriza la teoría DSR
[98, 126]. Estas expresiones, junto con las Ecs. (4.11) o (4.13), prueban que la información
relevante presente en una formulación canónica de una teoría DSR y en un principio de incer-
tidumbre generalizado es equivalente. Estudiaremos explícitamente el caso de los conmuta-
dores [qˆa, Pˆb]. El análisis puede extenderse fácilmente al caso alternativo de los conmutadores
[xˆa, Πˆb].
Nótese que las funciones f y g que determinan la teoría DSR, y que en casos generales
dependen tanto de  como de Π, aparecen en las Ecs. (4.11) como derivadas parciales. Por
tanto, dado un principio de incertidumbre generalizado de la forma (4.11), deduciremos la
aplicación U (o equivalentemente U−1) mediante simple integración [126]. La reconstrucción
de una función arbitraria z(,Π) a partir de sus derivadas parciales u := ∂z/∂ y v := ∂z/∂Π




v(, Π˜) dΠ˜ +
∫ 
0
u(˜, 0) d˜. (4.15)
La función z representa a f o g, y hemos tenido en cuenta que f(0, 0) = g(0, 0) = 0 para
fijar la constante aditiva de integración. Por último, basta fijarse en que
∂g
∂



















donde los corchetes de Poisson {·, ·} son la contrapartida clásica de los conmutadores fun-
damentales (4.11) (es decir, estos corchetes se obtienen reemplazando los operadores de
energía-momento –que conmutan entre sí– por variables clásicas, y eliminando el factor
imaginario i).
Capítulo 5
Incertidumbre temporal mínima en DSR
No hay nada cierto, salvo la muerte y los impuestos.
B. Franklin.
Una vez que hemos especificado un formalismo de DSR en el espacio de posiciones con
nuestra realización canónica, pasamos a analizar la existencia de una incertidumbre mínima
en los intervalos de tiempo físico para los dos esquemas de cuantización perturbativa y no
perturbativa de un sistema libre (por ejemplo, podemos pensar en sistemas que admiten una
descripción efectiva en términos de partículas libres) [99]. Asumiremos que el sistema admite
una formulación hamiltoniana, de modo que los valores de la energía física y la pseudo energía
vienen dados respectivamente por un hamiltoniano físico H y un hamiltoniano de fondo H0.
De la Ec. (4.2) se obtiene entonces E → H = g(H0, pi) y → H0 = g˜(H, p). Como la energía
y el momento son constantes de movimiento para los sistemas libres, el hamiltoniano es
independiente del tiempo y conmuta con el momento bajo paréntesis de Poisson, tanto para
las variables físicas como para las auxiliares.
5.1. Incertidumbre en el tiempo físico: caso perturbativo
En esta sección analizamos la incertidumbre temporal cuando se realiza una cuantización
perturbativa del sistema, en la que se adopta la coordenada temporal de fondo q0 = T como
parámetro de evolución, de manera que la evolución está generada por el hamiltoniano H0.
Suponemos que una cuantización de este tipo es factible. En dicha descripción cuántica, el
tiempo físico viene representado por un operador genuino t̂ [99, 106]. Teniendo en cuenta la
restricción a sistemas libres, donde la energía y el momento se conservan, la única variable en





48 Capítulo 5. Incertidumbre temporal mínima en DSR
El subíndice T resalta esta dependencia temporal. Además, dado que el sistema es libre, el
hamiltoniano de fondo H0 es una función exclusivamente del momento de fondo. Entonces,
de las ecuaciones hamiltonianas de movimiento se tiene que la derivada temporal de sT es
igual a ΠH ′0, que es una constante de movimiento. H ′0 representa la derivada de H0 respecto
a Π. Se concluye así que sT = s0+TΠH ′0, donde s0 es el valor de sT en el instante de tiempo
inicial.
5.1.1. Definición de lapso de tiempo físico
En nuestro análisis cuántico sólo estudiaremos diferencias entre las variables de tiempo o,
en otras palabras, intervalos temporales, evitando de esta forma la arbitrariedad inherente a
la elección de un origen de referencia y las dificultades conceptuales que surgen al fijar éste
de manera clásica, mientras que cuánticamente se permiten fluctuaciones en el tiempo [100].
La física del problema sugiere dos elecciones posibles de la referencia para el tiempo, a saber,
el valor inicial del tiempo físico o del tiempo de fondo. En el primer caso, la diferencia de
tiempos determina el intervalo físico temporal experimentado por la partícula durante el lapso
de fondo T . En el segundo caso, la diferencia incluye también las correcciones efectivas al
tiempo de fondo inicial contenidas en DSR. Se estudiarán ambas posibilidades para demostrar
que las conclusiones no dependen de la elección específica adoptada. Para distinguir entre
los dos casos, se introduce un parámetro η, con η = 0 correspondiente al tiempo físico inicial
y η = 1 al de fondo. Explícitamente, el primero de estos tiempos está dado por la segunda
de las Ecs. (4.5) con q0 = T = 0 y Πiqi reemplazada por s0, mientras que el segundo viene
dado simplemente por T = 0.






















Lo llamaremos lapso o intervalo de tiempo físico. Para representarlo como un operador,
escribimos































El subíndice T de nuevo indica dependencia del tiempo. En las Ecs. (5.3) y (5.4) hemos si-
metrizado los productos de B̂ con ŜT y de Ĉ con ŝ0 (aunque a los resultados no les afecta la
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elección concreta del orden de los factores en estos productos), y se han mostrado explícita-
mente los argumentos de las funciones A, B, y C. Como ya se ha comentado, estas funciones
corresponden a constantes de movimiento. Sus operadores respectivos pueden definirse en
términos de los correspondientes a H0 y Π utilizando el teorema espectral. En cuanto al
operador que representa a sT (y por tanto a ST ), se hablará de su definición más adelante.
5.1.2. Cálculo de la incertidumbre en el lapso de tiempo físico
Para calcular la incertidumbre en el operador lapso de tiempo físico t̂η emplearemos un
procedimiento [99] parecido al que se siguió en el capítulo 2 para el caso de las ondas de
Einstein-Rosen. La diferencia estriba en que allí los tiempos físico y de fondo se relacionaban
mediante una transformación homogénea proporcionada por un operador correspondiente
a una constante de movimiento [véase Ec. (3.2)], mientras que en la Ec. (5.3) aparece el
operador D̂T,η con dependencia temporal, que complica el cálculo de la incertidumbre. El
método es el siguiente. Dado un estado cuántico, se pueden medir en él las densidades de
probabilidad de cualquier conjunto de observables en cualquier instante de tiempo.1 De esta
forma, se puede determinar, por ejemplo, el valor esperado de esos operadores. Además, se
puede estimar el valor del parámetro T en ese instante de tiempo analizando la evolución
de dichas densidades de probabilidad en el estado considerado. Como ya hemos comenta-
do, este procedimiento permite obtener una distribución estadística de T con densidad de
probabilidad ρ(T ) (y valor medio T¯ ) cuya incertidumbre ∆T satisface la cuarta relación de
Heisenberg ∆T∆H0 ≥ 1/2 [2, 3, 99]. El proceso de doble promedio implicado en el cálculo







Â T + D̂T,η − 〈Â〉T − 〈D̂T ,η〉
)2〉
. (5.6)
Aquí, 〈D̂T ,η〉 es el valor medio del operador D̂T,η calculado con el doble promedio comentado
[99,100].
Llegados a este punto, conviene hacer algunos comentarios acerca de la representación
precisa de operadores adoptada para sT al definir D̂T,η y sobre cómo afecta ésta a las medidas
que son necesarias para determinar el valor medio de este observable. Merece la pena destacar
dos casos.
Por un lado, se puede representar sT como un operador explícitamente independiente
de T empleando simplemente un producto simetrizado en la Ec. (5.1) y promocionando las
variables canónicas de fondo (qi,Πi) directamente a operadores. De forma similar, se puede
1Para efectuar mediciones cuánticas en un mismo instante de tiempo tan sólo se necesita una noción de
simultaneidad, y no el conocimiento del valor exacto del parámetro temporal.
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definir ŜT a partir de su expresión clásica simetrizada. Realizando mediciones cuánticas en
el instante fijo de tiempo en que se analiza el sistema, se puede determinar la distribución de
probabilidad de sT en ese instante. No se necesita ninguna estimación del valor del parámetro
de evolución, de manera que el promedio sobre T se vuelve superfluo. Argumentos similares
son aplicables a los productos de sT con las constantes de movimiento que aparecen en
la expresión de D̂T,η. Así que, al menos en principio, podemos identificar 〈D̂T ,η〉 en la Ec.
(5.6) con 〈D̂T,η〉, incluso aunque no se conozca el valor exacto de T en que se efectúan las
mediciones.
Por otro lado, en vez de adoptar el procedimiento anterior, se puede reflejar explícitamente
toda la dependencia de sT respecto al parámetro T en la definición de su operador asociado.
Partiendo de la solución de su ecuación de evolución, se llega a que ŝT := ŝ0 + T Π̂Ĥ ′0. Por
tanto ŜT := T Ĥ ′0. Aquí, Ĥ ′0 puede definirse en términos del momento de fondo usando el
teorema espectral. Dado que el operador Ĥ ′0 corresponde a una constante de movimiento,
su densidad de probabilidad no evoluciona en el tiempo. En realidad, ocurre lo mismo con
ŝ0, Â, B̂ y Ĉ, los cuales aparecen en las Ecs. (5.3) y (5.4). En particular, las mediciones de
todas sus densidades pueden realizarse en un instante de tiempo inicial. Para cualquier otro
instante de tiempo, lo único que haría falta conocer es la densidad de probabilidad ρ(T ),
obtenida mediante el estudio de la evolución de densidades de probabilidad de operadores
que rastrean el paso del tiempo. En este caso, obviamente, sí que hay que tener en cuenta el
promedio con ρ(T ) al calcular el valor medio de D̂T,η.
No obstante, los dos casos descritos pueden estudiarse exactamente de la misma forma
reuniendo en un mismo término toda la dependencia explícita lineal en T del operador t̂η.
Así, en el segundo de los casos, se obtiene
t̂η = V̂ (H0,Π)T + Ŵη(H0,Π, s0), (5.7)








Vemos entonces que, a efectos de cálculo, la expresión (5.3), válida en el primero de los casos
discutidos, puede considerarse un ejemplo particular de la Ec. (5.7) con V̂ = Â y Ŵη = D̂T,η.







+ 〈V̂ 〉2(∆T )2 + (∆T∆V )2. (5.10)
La incertidumbre en el lapso de tiempo físico se anularía si y sólo si los tres sumandos
positivos del miembro derecho de la Ec. (5.10) fuesen iguales a cero. A continuación se
demostrará que esto, en general, no puede ocurrir. Para que la incertidumbre fuera nula,
debería serlo, en particular, para valores grandes de T , para los cuales la contribución (T∆V )2
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procedente del primer término domina en (5.10). Por consiguiente, ∆V debería anularse en
cualquier instante de tiempo, puesto que V es una constante de movimiento. Aceptemos
que la expresión del hamiltoniano de fondo H0 como función de Π es invertible para todo
el rango de energías de fondo, esto es, Π = Π(H0) [99]. Se puede definir entonces la función
V(H0) := V [H0,Π(H0)]. El que ∆V=∆V = 0 podría parecer, en principio, razón suficiente
para que se anulase el tercer sumando en (5.10). Sin embargo, esto no es así porque el
operador correspondiente a V está relacionado con el correspondiente a H0 vía el teorema
espectral [2] y, por tanto, es de esperar que una incertidumbre nula en V conlleve también una
incertidumbre nula en la energía de fondo. En este caso, la cuarta relación de Heisenberg
establece que ∆T → ∞, de modo que el resultado del producto ∆T∆V podría ser una
cantidad no nula. Este hecho, por sí solo, llevaría a la existencia de una incertidumbre mínima.
En estas circunstancias, basta que el sistema cumpla, por ejemplo, uno de los siguientes
conjuntos genéricos de hipótesis para probar que la incertidumbre en el intervalo temporal
físico es estrictamente positiva.
1) El primer conjunto de hipótesis viene motivado por los comentarios que acabamos
de realizar. Suponemos que la función V(H0) es estrictamente monótona en el dominio de
definición de la energía de fondo H0, de forma que se tiene una función biyectiva. Esta
condición coincide con la que satisfacía la función K(H0) de la Ec. (3.2) en el escenario de
ondas gravitatorias de Einstein-Rosen. En consecuencia, la demostración a partir de esta
hipótesis de que, en general, ∆tη no puede anularse sigue un razonamiento paralelo al que
se empleó en la Subsec. 3.1.1. En primer lugar, agrupamos los dos últimos términos de la
Ec. (5.10) en uno solo y aplicamos la cuarta relación de Heisenberg. Así, la incertidumbre se
puede acotar por
(∆tη)





Como la función V es biyectiva, el teorema espectral establece que los autoestados de los
operadores V̂ y Ĥ0 coinciden, y el requisito de que ∆V = 0 implica que ∆H0=0. Por otra
parte, como V(H0) es monótona, V2 es una función no negativa con a lo sumo un cero H¯0.
V̂2 es un operador no negativo y entonces 〈V̂2〉 no se anula a no ser que nos encontremos
en un autoestado de la energía de fondo con autovalor H¯0. En cualquier otro caso, si ∆V se
hiciera cero, el segundo sumando de la desigualdad (5.11) tendería a infinito. Finalmente,
incluso si nos aproximamos a un autoestado de Ĥ0 con autovalor H¯0, único caso que resta
por considerar, puede verse que, en el límite en el que ∆H0 (y por tanto ∆V) tiende a cero,
el cociente 〈V̂2〉/(∆H0)2 no se anula [la demostración se discute en el Apéndice B] y con ello
tampoco la incertidumbre en el tiempo físico.
2) En vez de la suposición anterior de monotonía, asumimos ahora que V(H0) es positiva
(condición motivada por el requisito natural de que las flechas del tiempo físico y de fondo
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coincidan) y que, para energías de fondo grandes, crece al menos linealmente en H0. Además,
asumimos que el espectro del operador Ĥ0 no está acotado superiormente y es continuo en la
región de grandes energías. Primero analizaremos el caso en que V es estrictamente positiva,
es decir, el kernel del operador V̂ está vacío. Dado que entonces 〈V̂〉 [denotado como 〈V̂ 〉 en
la Ec. (5.10)] es diferente de cero, la anulación del segundo término en dicha ecuación requie-
re que ∆T = 0. Por consiguiente, la cuarta relación de Heisenberg implica que ∆H0 →∞.
Consideremos a continuación el tercer sumando en la Ec. (5.10). La condición sobre el com-
portamiento de V para H0 grande puede expresarse diciendo que l´ımH0→∞(V/H0) > r para
un cierto número r > 0. Como resultado, y teniendo en cuenta las propiedades asumidas para
el espectro de Ĥ0, puede verse que l´ım∆H0→∞(∆V/∆H0) > r [los detalles pueden consultarse
en el Apéndice B]. Así, el producto ∆T∆V ≥ ∆V/(2∆H0) no puede anularse cuando ∆H0
tiende a infinito, y la incertidumbre en los intervalos de tiempo físico resulta ser estricta-
mente positiva. Por otro lado, en el caso de que V pueda tomar también el valor cero, 〈V̂〉
podría llegar a anularse, pero esto sólo puede ocurrir si el estado cuántico está en el kernel
del operador V̂ . Introducimos entonces la suposición adicional de que este kernel está com-
puesto exclusivamente por autoestados (quizás generalizados) correspondientes a un único
autovalor H0 de Ĥ0, resultado que se cumple cuando V se anula sólo en H0 o cuando V se
anula, además, para algún otro valor de la energía de fondo, pero dicho valor no pertenece al
espectro de Ĥ0. Si el sistema se aproxima a un autoestado tal, ∆H0 tiende a cero y, de igual
manera a lo que ocurría para el primero de nuestros conjuntos de hipótesis, puede verse que
el cociente 〈V̂2〉/(∆H0)2 no se anula [Apéndice B], lo que concluye nuestra demostración.
5.1.3. Correcciones a primer orden
Seguidamente, motivados por la comprobación de los resultados recién obtenidos sobre
incertidumbre temporal mínima en la cuantización (completa) perturbativa, y también por
el deseo de identificar regímenes de validez para los diferentes tipos de incertidumbre mí-
nima sugeridos en la literatura, vamos a estudiar la incertidumbre temporal que surge en
la cuantización perturbativa cuando el operador t̂η se aproxima hasta correcciones a primer
orden en la energía. Para obtener esta aproximación, se desarrollan las funciones f y g (que
se suponen suaves) en las variables H0 y Π en torno a sus valores mínimos. Inspirados por el
caso de partículas libres en relatividad especial, suponemos que el valor mínimo del momento
de fondo es cero, mientras que el mínimo de la energía de fondo, µ, será simplemente no ne-
gativo [99]. Denotamos H0 := H0−µ y mantenemos sólo los términos hasta orden cuadrático
en H0 y Π en los desarrollos de las dos funciones; esta aproximación bastará para nuestros
propósitos. Además, asumimos que µ es pequeño comparado con la escala invariante en ener-
gía y/o momento de la teoría DSR, de manera que los términos dominantes en la región de
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expansión son f(H0,Π) ≈ Π y g(H0,Π) ≈ H0 (recuérdese que la aplicación U determinada
por f y g debe aproximarse a la identidad en el sector de baja energía-momento).



























donde el símbolo |0 representa evaluación en H0 = Π = 0. Sustituyendo estos resultados
y la expresión H0(Π) del hamiltoniano de fondo en las Ecs. (5.8) y (5.9) [y recordando las
definiciones (5.5)], se deduce la aproximación a primer orden para los operadores V̂ y Ŵη.
Motivados por la situación encontrada en relatividad especial, vamos a considerar los dos
casos siguientes.
1) Caso con “masa”: µ 6= 0, con H ′0|Π=0 = 0.
Se obtiene H0(Π) ≈ µ + bΠ2, donde 2b := H ′′0 |Π=0. Suponiendo que b > 0 se tiene que
Π ≈√H0/b. Así, se pueden despreciar los términos proporcionales a H0 con respecto a los















donde se ha utilizado que s0 = Πjqj|T=0 es del mismo orden que Π. La función V está dada
en esta aproximación por el análogo clásico de la Ec. (5.12) con Π =
√H0/b. La función
resultante es estrictamente monótona en H0 si el coeficiente constante − (∂2g/∂H0∂Π)|0
no se anula, como debe ocurrir si nuestra expansión truncada proporciona realmente la
aproximación a primer orden (si no fuese así, habría que considerar los términos hasta el
orden siguiente). Por consiguiente, el primer conjunto de hipótesis considerado en la Subsec.
5.1.2 es aplicable en este caso, lo que conduce a la conclusión de que es imposible lograr una
resolución infinita en los intervalos de tiempo físico.
2) Caso sin “masa”: µ=0, con H ′0|Π=0= k 6= 0.
Ahora H0 = H0 ≈ kΠ, de forma que las correcciones proporcionales tanto a H0 como a Π
son del mismo orden. Se llega entonces a
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La aproximación hasta orden siguiente al primero de la función V está dada por el equivalente
clásico de la Ec. (5.14). De nuevo, con tal que el coeficiente constante de la corrección a primer
orden en H0 difiera de cero, la función V es estrictamente monótona. La incertidumbre en el
lapso de tiempo físico es entonces mayor que cero en esta aproximación.
5.1.4. Correcciones a primer orden: comportamiento a tiempos gran-
des
Vamos a analizar ahora en más detalle la incertidumbre en el lapso de tiempo físico para
la cuantización perturbativa en el caso sin masa adoptando la aproximación hasta orden
siguiente al primero para bajas energías. Se prestará especial atención al comportamiento
mostrado para valores grandes del tiempo de fondo y se demostrará que este comportamiento
es del tipo discutido por primera vez por Salecker y Wigner [31].




(∆V )2 + (∆Wη)
2 + T cov(V̂ , Ŵη) + 〈V̂ 〉2(∆T )2 + (∆T∆V )2, (5.15)
cov(V̂ , Ŵη) := 〈V̂ Ŵη + ŴηV̂ 〉 − 2〈V̂ 〉〈Ŵη〉. (5.16)
Además, en la aproximación estudiada para el caso sin masa, se pueden escribir los operadores
V̂ y Ŵη en la forma V̂ = 1 + λ0Ĥ0/EP y Ŵη = ηδ0ŝ0/EP [véanse Ecs. (5.14)], donde EP es
la energía de Planck, y λ0 y δ0 son coeficientes constantes apropiados distintos de cero.
El último término en la Ec. (5.15) es entonces












En el último paso se ha usado la cuarta relación de Heisenberg para el tiempo y la energía
de fondo, y se ha introducido la longitud de Planck lP = 1/EP (en nuestras unidades).
Recordando que las otras contribuciones a la incertidumbre física son positivas, se concluye
que ∆tη & |λ0|lP/2, es decir, la incertidumbre en el lapso de tiempo físico está acotada
inferiormente por una contribución de origen gravitatorio cuántico que es del orden de la
longitud de Planck [5–9].











2 + T cov(V̂ , Ŵη). (5.18)
El miembro derecho de esta desigualdad puede considerarse una función de la incertidumbre
en la energía de fondo ∆H0, una vez que se han sustituido las expresiones hasta orden
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siguiente al primero de los operadores V̂ y Ŵη. Así, para incertidumbres ∆H0 en un cierto
intervalo, se puede deducir una cota más general para ∆tη minimizando esa función. Los






















Siempre que 〈V̂ 〉 pueda considerarse independiente tanto de ∆H0 como del (valor medio
del) tiempo de fondo T , los primeros dos términos del miembro derecho de la Ec. (5.18)
son de hecho la clase de contribuciones que llevan a la aparición de una incertidumbre
mínima del tipo de Salecker y Wigner (consúltese Apéndice A) [31–33]. Esto es, se obtiene
una contribución que es lineal en (∆H0)2 y otra que es proporcional a su inverso. Si estos
dos términos fuesen los únicos que apareciesen en nuestras ecuaciones, un análisis similar
al estándar para dispositivos de Salecker-Wigner probaría que la cota para ∆tη alcanza su
mínimo en un valor de ∆H0 que va con el tiempo de fondo como ∆Hmin0 ∝ 1/
√
T , mientras




Motivados por estas consideraciones, demostraremos ahora que, al menos en la región
de ∆H0 pequeña y para valores grandes del tiempo de fondo T , los términos adicionales a
los dos primeros en las Ecs. (5.18) y (5.19) no invalidan las conclusiones anteriores sobre un
mínimo (local) y su cota asociada. La restricción a pequeños valores de ∆H0 es natural en el
contexto de la aproximación a baja energía que estamos discutiendo. Por otra parte, el hecho
de que el sector de valores de ∆H0 muy pequeños deba contener la región relevante para el
análisis de la cota de Salecker-Wigner, esto es, la región en torno al mínimo ∆Hmin0 ∝ 1/
√
T ,
lleva de forma natural a considerar tiempos T ilimitadamente grandes.
En este sector de tiempos y de incertidumbres en energía de fondo, se puede demostrar
que un conjunto de condiciones suficientes para deducir un comportamiento de tipo Salecker-
Wigner es:
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donde cn, n=1,2,3, son constantes (con c1− 2c3 6= 0 y c1+2c2− c3 6= 0). Las condiciones a),
b), y c) permiten absorber el tercer término del miembro derecho de las Ecs. (5.18) y (5.19)
simplemente como una modificación a 〈V̂ 〉2 y tratar este valor esperado (al cuadrado) como
una constante al calcular el valor de nuestra función en torno a sus extremos en la región
∆H0  1. En dicho cálculo y para tiempos de fondo suficientemente grandes, las condiciones
d), e), y f) garantizan que todos los términos en las Ecs. (5.18) y (5.19) puedan omitirse
excepto los tres primeros.
Teniendo en cuenta que Ŵη se anula cuando η = 0, los únicos requisitos no triviales en ese
caso son las condiciones a) y d). En el Apéndice C se prueba, independientemente del valor de
η, que todas las condiciones mencionadas arriba se satisfacen al menos para estados cuánticos
descritos por paquetes de onda gaussianos.2 Puesto que se está suponiendo factible una
cuantización (perturbativa) con variables canónicas elementales dadas por las coordenadas
espaciales planas de fondo y el momento de fondo, y además se ha centrado la discusión en
sistemas libres, parece razonable suponer que tales estados existen y proporcionan la analogía
de las partículas clásicas en nuestra teoría cuántica. Además, la limitación a paquetes de onda
está ya a su vez presente en la deducción de la cota de Salecker-Wigner para la incertidumbre
espacio-temporal (para justificar la suposición de que los operadores de posición y momento
tengan covarianza nula) [32,33]. Por consiguiente, es natural incorporar la misma restricción
en nuestro análisis.
Sustituyendo los valores de las constantes cn calculadas en el Apéndice C (bajo la hipótesis
simplificadora de una sola dimensión espacial) se obtiene la siguiente cota para tiempos de
fondo grandes a partir de los correspondientes mínimos en la región ∆H0  1:
(∆tη)















Aquí, ν denota el valor esperado del momento de fondo.
En conclusión, en la cuantización perturbativa de sistemas libres sin masa en teorías DSR
y en la aproximación de baja energía, se ha visto que las incertidumbre en los intervalos de
tiempo físico está siempre acotada inferiormente por una contribución gravitatoria cuántica
del orden de la longitud de Planck, mientras que para valores grandes del tiempo de fondo
las incertidumbres crecen según
√
lPT (al menos para paquetes de onda), justamente como
en los dispositivos de Salecker-Wigner.
2Los estados cuánticos no muestran ninguna evolución si se ha adoptado una imagen de Heisenberg (por
ejemplo si se ha resuelto la dinámica cuántica introduciendo la dependencia temporal explícita apropiada en
los operadores).
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5.2. Incertidumbre en el tiempo físico: caso no perturba-
tivo
Pasamos ahora al análisis de la incertidumbre en el lapso de tiempo físico cuando se adop-
ta una cuantización no perturbativa, donde la evolución cuántica está descrita en términos
del tiempo físico. Estudiaremos dos posibilidades para la obtención de esta cuantización.
5.2.1. Cuantización no perturbativa construida a partir de la per-
turbativa
En principio, siempre se puede construir una cuantización no perturbativa a partir de
la teoría cuántica perturbativa que hemos supuesto que existe. En más detalle, se puede
obtener una cuantización no perturbativa en términos de las variables elementales de fondo
(qi,Πi) (canónicamente conjugadas) y con la coordenada de tiempo físico t como parámetro
de evolución, de forma que el generador de la dinámica sea el hamiltoniano físico H. En
cierto sentido, se trata pues de una cuantización “híbrida”, ya que mezcla la elección de las
coordenadas espaciales de fondo como variables elementales auxiliares con la adopción de un
parámetro que corresponde al genuino tiempo físico.
Empleando la descomposición espectral correspondiente al momento de fondo Π y recor-
dando que H0 = H0(Π), se puede definir el hamiltoniano físico H = g(H0,Π) como operador
en el espacio de Hilbert asociado originalmente a la cuantización perturbativa (podemos
entender dicho espacio como el de estados en un cierto instante dado). El parámetro de
la evolución generada por este hamiltoniano puede identificarse con el tiempo físico t. Por
contra, resulta que el tiempo de fondo viene representado entonces como un operador.
El hecho de que el tiempo físico t sea el parámetro de evolución permite aplicar directa-
mente la cuarta relación de Heisenberg, ∆t∆H ≥ 1/2. Por tanto, la resolución en el tiempo
físico está limitada sólo si la energía física tiene una cota superior (lo mismo ocurre con
la resolución en los intervalos de tiempo físico, obtenidos como la diferencia de dos valores
de tiempo no correlacionados). La existencia de esta cota superior se da en teorías DSR2
y DSR3, pero no en las DSR1. Se concluye, entonces, que es posible la ausencia de una
incertidumbre temporal mínima en esta clase de cuantización no perturbativa para ciertas
teorías DSR.
5.2.2. Cuantización no perturbativa genuina
Cabe comentar la posibilidad de que el sistema pueda admitir una cuantización no per-
turbativa diferente (con evolución generada todavía por el hamiltoniano físico) en la que las
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variables físicas canónicamente conjugadas (xi, pi) fuesen vistas como variables elementales y
promocionadas a operadores explícitamente independientes del tiempo en un cierto espacio
de Hilbert, y de manera tal que el espectro cuántico del momento físico p estuviese conte-
nido en su correspondiente dominio clásico.3 A una cuantización de este tipo la llamaremos
cuantización no perturbativa “genuina”. Su existencia no es inmediata; la viabilidad de tal
cuantización no puede darse por supuesta partiendo de la sola suposición de la existencia de
una descripción cuántica perturbativa con las propiedades que se han discutido. Por ejemplo,
pueden surgir problemas si el momento físico p presenta una cota superior (recuérdese que, de
hecho, tanto las familias de teorías DSR1 como DSR2 contienen una escala en el momento).
En general, las coordenadas de posición física xi actuarán como generadores de las trasla-
ciones en las variables pi. Si éstas tienen un límite superior, la actuación de esas traslaciones
no puede ser la convencional, porque entonces podríamos incrementar los momentos hasta
rebasar su cota.
En caso de existir una cuantización no perturbativa genuina, el análisis de la incerti-
dumbre temporal es idéntico al de la subsección anterior. El principio de incertidumbre de
Heisenberg implica que ∆t∆H ≥ 1/2. Como consecuencia, la resolución en el (lapso de)
tiempo físico está limitada si y sólo si la energía física está acotada superiormente, lo cual no
ocurre en la teorías DSR1. Por tanto, la aparición de una incertidumbre temporal mínima
es evitable en una cuantización no perturbativa genuina.
3Notamos que esta cuantización, en su elección de variables elementales y parámetro de evolución, no
mezcla variables físicas y de fondo, como ocurre en el tipo de cuantización no perturbativa considerado en
la subsección anterior.
Capítulo 6
Incertidumbre espacial mínima en DSR
Camino alegremente y bien dispuesto.
No puedo precisar el lugar a donde camino, pero sé que es bueno.
W. Whitman.
El presente capítulo es una continuación natural del anterior, y en él estudiaremos la
existencia de una incertidumbre mínima en la longitud física para las dos descripciones
cuánticas, perturbativa y no perturbativa, de sistemas libres en DSR [100]. Los argumentos
que se utilizarán aquí son, en su mayoría, idénticos a los que se emplearon para el análisis
de la incertidumbre en los intervalos de tiempo físico, así que no se ahondará en ellos.
6.1. Incertidumbre en la longitud física: caso perturbativo
Recordamos que en la cuantización perturbativa la evolución está generada por el hamil-
toniano de fondo H0. El parámetro de evolución es la coordenada temporal de fondo q0 = T,
mientras que el tiempo físico viene representado por una familia paramétrica de operado-
res t̂ [99, 106]. En las expresiones de xi dadas por (4.5) la única variable que evoluciona
en el tiempo (además del parámetro T ) es sT = s0 + TΠH ′0 [véase Ec. (5.1) y la discusión
posterior.]
6.1.1. Definición de posición y longitud físicas
Para simplificar el análisis y tratar únicamente con cantidades escalares (sorteando la
clase de problemas derivados del uso de componentes vectoriales y su dependencia de la
elección de estructuras de fondo fijas, elección que es cuestionable tanto desde el punto de
vista de la relatividad general como de las fluctuaciones inherentes a la mecánica cuántica)
el estudio se centrará exclusivamente en la proyección del vector de posición a lo largo de la
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Recordamos que g, f , y J son funciones solamente de H0 y Π en nuestro sistema. Esta
expresión es notablemente similar a la que se tiene en (4.5) para la coordenada temporal
x0 = t con el intercambio de la función g por f y un cambio de signo global (de manera que
el jacobiano J se preserve bajo el intercambio descrito).
Al igual que hicimos para el caso temporal, aquí sólo consideraremos diferencias entre las
variables de posición (intervalos). Sobresalen dos posibles elecciones de posición de referencia:
el valor inicial (de la proyección a lo largo de la dirección de movimiento) del vector físico
de posición o bien el del correspondiente vector de fondo. En el primer caso, la diferencia de
posiciones determina el intervalo físico espacial recorrido por la partícula durante el lapso
de fondo T . En el segundo caso, la diferencia incluye también las correcciones efectivas a la
posición de fondo inicial contenidas en DSR. De nuevo introducimos el parámetro η para
distinguir entre ambos casos: η = 0 corresponde a la posición física inicial y η = 1 a la de
fondo. Explícitamente, la primera está dada por la Ec. (6.1) con T = 0 y Πjqj reemplazada
por s0, mientras que la segunda es igual a s0/Π.
De la diferencia entre X y cualquiera de estas dos posiciones de referencia, se obtiene la
























En forma de operador (simetrizado) se expresa como


































Las funciones M , N , y O corresponden a constantes de movimiento y sus operadores respec-
tivos pueden definirse en términos de Ĥ0 y Π̂ mediante el teorema espectral.
6.1.2. Cálculo de la incertidumbre en la longitud física
Para hallar la incertidumbre en el operador longitud física L̂η empleamos el mismo pro-






M̂ T + R̂T,η − 〈M̂〉T − 〈R̂T ,η〉
)2〉
, (6.6)
6.1. Incertidumbre en la longitud física: caso perturbativo 61
donde 〈R̂T ,η〉 es el valor medio del operador R̂T,η calculado con el doble promedio.
Las dos representaciones de operador destacables para sT , ya sea como un operador explí-
citamente independiente o dependiente de T, pueden examinarse conjuntamente reuniendo
en un mismo término toda la dependencia explícita lineal en T del operador L̂η:
L̂η = Ŷ (H0,Π)T + Ẑη(H0,Π, s0). (6.7)
Para el caso en el que sT se represente como un operador explícitamente dependiente de T ,
tendremos








Por otro lado, en el caso de que sT se represente mediante un operador explícitamente inde-
pendiente de T , se mantiene la expresión (6.3) que, a efectos de cálculo, puede considerarse
un ejemplo particular de la Ec. (6.7) con Ŷ = M̂ y Ẑη = R̂T,η. Además, recordamos que en
este caso debemos identificar operacionalmente 〈R̂T ,η〉 en la Ec. (6.6) con 〈R̂T,η〉 (esto es, no
hay que efectuar aquí el promedio sobre T ). Realizando las sustituciones descritas en la Ec.
(6.6), se puede reexpresar la incertidumbre en la longitud física como
(∆Lη)
2 = [∆(Y T + Zη)]
2 + 〈 Ŷ 〉2(∆T )2 + (∆T∆Y )2. (6.10)
Para que la incertidumbre en la longitud física se anulase, los tres sumandos positivos
de la Ec. (6.10) tendrían que ser cero. Para demostrar que esta situación no puede darse en
general se utiliza el mismo razonamiento que en la Subsec. 5.1.2. Para que la incertidumbre
fuera nula en cualquier instante, y en particular para valores grandes del tiempo, ∆Y debería
anularse en cualquier instante porque Y es una constante de movimiento. Admitiendo que se
puede definir la función Y(H0) := Y [H0,Π(H0)], se pueden aplicar, por ejemplo, los mismos
dos conjuntos de hipótesis que se emplearon con la función V del caso temporal, a saber: 1)
que la función Y(H0) sea estrictamente monótona (biyectiva) o 2) que Y(H0) sea positiva
y crezca al menos linealmente en H0 para energías de fondo grandes (región en la que se
supone que el espectro de Ĥ0 es continuo).
Para el primer grupo de hipótesis se procede como en el caso temporal de DSR. Reunimos
los dos últimos términos de la Ec. (6.10) en uno y aplicamos la cuarta relación de Heisenberg:
(∆Lη)





Los autoestados de Ŷ y Ĥ0 coinciden porque la función Y es biyectiva, y el requisito ∆Y = 0
implica que ∆H0=0. Como Ŷ2 es un operador no negativo, el segundo sumando de la des-
igualdad (6.11) se haría infinito si ∆Y se hiciera cero, salvo quizás en el kernel de Ŷ2, si éste
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no está vacío. Pero, como Y(H0) es monótono, este kernel estaría formado por autoestados
de Ĥ0 correspondientes a un autovalor único [a saber, el cero único de Y(H0), si es que existe
y pertenece al espectro de Ĥ0]. No obstante, puede verse que incluso en este caso (como
límite) el cociente 〈Ŷ2〉/(∆H0)2 no se anula [los detalles se muestran en el Apéndice B].
En cuanto a la segunda colección de suposiciones, si Y es estrictamente positiva, se tiene
que 〈Ŷ〉 6= 0 y entonces sería necesario que ∆T = 0, o equivalentemente que ∆H0 →∞,
para que ∆Lη pudiese anularse [véase la Ec. (6.10)]. Sin embargo, el comportamiento lineal
de Y para valores grandes de H0, junto con la continuidad del espectro de la energía de
fondo en esa región, implican que el término ∆T∆Y no se hace cero cuando ∆H0 →∞
[como demostramos en el Apéndice B]. Por otro lado, es posible relajar en parte la condi-
ción de positividad estricta, permitiendo que Y tome también el valor cero. En este caso,
introducimos la suposición adicional de que el kernel de Ŷ lo constituyan exclusivamente
autoestados (posiblemente generalizados) correspondientes a un solo autovalor H0 de Ĥ0.
Entonces, cuando el sistema se aproxime a un estado en el kernel de Ŷ , aunque 〈Ŷ〉 tienda
a cero también lo hace la incertidumbre ∆H0 y, de nuevo, puede comprobarse que el tercer
sumando de la Ec. (6.10) no se anula [Apéndice B].
En particular, para el caso en el que sT se representa por un operador explícitamente
independiente del tiempo, existe una clase importante de teorías DSR en la que se satisface
la condición de que Y sea positiva: aquélla en la que la energía física no depende del momento






















Como consecuencia, Y(H0) es no nula, porque tanto la aplicación U como H0(Π) son inver-
tibles por suposición [esto garantiza que (∂f/∂Π) 6= 0 y H ′0 6= 0]. Dado que Y(H0) tiene
un signo definido, y que (∂f/∂Π) ≈ 1 en la región de baja pseudo energía-momento, se
concluye que Y(H0) es estrictamente positiva en la situación estándar de una pseudo energía
que crece con Π en esa región.1 Este caso relevante motiva el segundo conjunto de hipótesis
considerado.
6.1.3. Correcciones a primer orden
A continuación estudiamos la incertidumbre en la longitud física que aparece en la cuan-
tización perturbativa cuando el operador L̂η se aproxima hasta correcciones a primer orden
1Se puede relajar la condición de que H ′0 sea estrictamente positiva y permitir que se anule, por ejemplo,
en el punto Π = 0, anulándose así la función Y para la pseudo energía correspondiente. Véase al respecto la
discusión del segundo conjunto de hipótesis.
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en la energía. Introduciendo el desarrollo de las funciones f y g en las variables H0 := H0−µ



























Sustituyendo en las Ecs. (6.8) y (6.9) [y recordando las definiciones (6.5) y la expresión
H0(Π)], se deduce la aproximación a primer orden para los operadores Ŷ y Ẑη. Nuevamente,
consideramos dos casos.
1) Caso con “masa”: µ 6= 0, con H ′0|Π=0 = 0.
Se tiene H0(Π) ≈ µ + bΠ2, con 2b := H ′′0 |Π=0. Si suponemos que b > 0, se obtiene que
Π ≈ √H0/b y se pueden despreciar los términos proporcionales a H0 con respecto a los


















donde hemos considerado que s0 = Πjqj|T=0 es del mismo orden que Π. La función Y ,
determinada en esta aproximación por el análogo clásico de la Ec. (6.14) con Π =
√H0/b,
es estrictamente monótona en H0 (si el coeficiente constante 2b+ (∂2g/∂pi2)|0 es distinto de
cero) y, por tanto, se puede aplicar el primer conjunto de hipótesis considerado en la Subsec.
5.1.2. De donde se concluye que es imposible evitar la presencia de una incertidumbre mínima
en la longitud física.
2) Caso sin “masa”: µ=0, con H ′0|Π=0= k 6= 0.
Aquí, H0 = H0 ≈ kΠ, así que las correcciones proporcionales a H0 y a Π son del mismo
orden. Se obtiene
















































La constante b se define como en el caso con masa. La aproximación hasta orden siguiente
al primero de la función Y , dada por el equivalente clásico de la Ec. (6.16), es estrictamente
monótona. Así pues, concluimos que existe una incertidumbre mínima no nula en la longitud
física en esta aproximación.
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6.1.4. Correcciones a primer orden: comportamiento a tiempos gran-
des
Centramos ahora nuestra atención en el caso perturbativo sin masa con aproximación
hasta orden siguiente al primero para bajas energías, haciendo hincapié en el comportamiento
mostrado por la incertidumbre en la longitud física para valores grandes del tiempo de fondo.
Nuestro análisis es similar al presentado en la Subsec. 5.1.4.




(∆Y )2 + (∆Zη)
2 + T cov( Ŷ , Ẑη) + 〈Ŷ 〉2(∆T )2 + (∆T∆Y )2, (6.17)
cov(Ŷ , Ẑη) := 〈Ŷ Ẑη + Ẑ,ηŶ 〉 − 2〈Ŷ 〉〈Ẑη〉. (6.18)
En la aproximación para el caso sin masa, se pueden escribir los operadores Ŷ y Ẑη
de la forma Ŷ = k + λ1Ĥ0/EP y Ẑη = ηδ1ŝ0/EP , donde λ1 y δ1 son, respectivamente, los
coeficientes constantes que multiplican a Ĥ0 y ŝ0 en las Ecs. (6.16) (y que se suponen distintos
de cero).
El último término en la Ec. (6.17) adquiere la forma












Como el resto de sumandos son positivos, concluimos que la incertidumbre en la longitud
física está acotada inferiormente por una contribución de origen gravitatorio cuántico del
orden de la longitud de Planck [5–9], ∆Lη & |λ1|lP/2.










2 + T cov(Ŷ , Ẑη). (6.20)





















Es inmediato demostrar que, en el régimen de valores pequeños de ∆H0 y valores grandes
de T , las Ecs. (6.20) y (6.21) llevan a una incertidumbre mínima en la longitud física del
tipo de Salecker y Wigner si, por ejemplo, se satisfacen las mismas condiciones (5.20) que
se introdujeron en el caso temporal, pero con los operadores V̂ y Ŵη sustituidos por Ŷ y
Ẑη, y con distintos valores para las constantes cn. Recordamos que dichas condiciones se
satisfacen al menos para estados cuánticos descritos por paquetes de onda gaussianos [véase
el Apéndice C]. Finalmente, en este régimen se obtiene la cota
(∆Lη)
2 & d1,η lpT , (6.22)















En resumen, en la cuantización perturbativa de sistemas libres sin masa en teorías DSR
y en la aproximación de baja energía, la incertidumbre en la longitud física presenta una
cota inferior de origen gravitatorio cuántico del orden de la longitud de Planck, mientras que
para valores grandes del tiempo de fondo, y al menos para estados descritos por paquetes de
onda, la incertidumbre tiene un comportamiento como el obtenido por Salecker y Wigner,
esto es, proporcional a
√
lPT .
6.2. Incertidumbre en la longitud física: caso no pertur-
bativo
Analizamos ahora la incertidumbre en la longitud física en el marco de una cuantización
no perturbativa, donde la evolución cuántica está descrita en términos del tiempo físico. Se
estudiarán dos posibilidades para la obtención de una cuantización no perturbativa tal.
6.2.1. Cuantización no perturbativa construida a partir de la per-
turbativa
Como vimos en la Subsec. 5.2.1, a priori es siempre factible construir una cuantización no
perturbativa a partir de la teoría cuántica perturbativa. Esto se puede hacer en términos de
las variables elementales de fondo qi,Πi y del tiempo físico t como parámetro de evolución.
Se puede definir el hamiltoniano físico H = g(H0,Π), que genera la dinámica, como operador
en el espacio de Hilbert asociado originalmente a la cuantización perturbativa. Mientras que
el tiempo físico t es el parámetro de la evolución, el tiempo de fondo está representado como
un operador. Este hecho cambia la expresión del observable L̂η cuando se considera como un
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El análisis es paralelo al seguido en el capítulo (y en la sección) anterior para la cuanti-
zación perturbativa, con la salvedad de que st := Πjqj [y por tanto St := (st − s0)/Π] debe
considerarse ahora una variable que evoluciona en el tiempo físico t, en vez de en el tiempo
de fondo como ocurría en el caso perturbativo. Concretamente, extrayendo explícitamente

















N̂ [2](H0,Π) + M̂
[2](H0,Π), (6.29)









Aquí, el observable ŝ0 representa el valor de st en el tiempo físico inicial y es una constante
de movimiento.
Para calcular la incertidumbre en la longitud física, ahora se tiene que promediar sobre



















donde t y ∆t son el valor medio y la incertidumbre de la distribución deducida para el
parámetro t analizando la evolución de las densidades de probabilidad de observables en
el estado cuántico. Obviamente, la incertidumbre temporal satisface la cuarta relación de
Heisenberg ∆t∆H ≥ 1/2.
Hacemos notar que la incertidumbre en la longitud física vuelve a estar dada por la suma
de tres términos positivos. El análisis del capítulo previo puede extenderse fácilmente al caso
considerado aquí. Del comportamiento de ∆L[2]η a tiempos grandes se concluye que ∆Y [2]
debe anularse. Además, teniendo en cuenta la suposición de que la función H0(Π) sea inver-
tible, recordando asimismo que H = g(H0,Π), y usando el teorema de la función implícita,
es posible definir Y [2] como función solamente de H –que se denota Y [2](H)– con tal que
H ′0 (∂g/∂H0) + (∂g/∂Π) 6= 0. Se pueden introducir entonces los mismos dos conjuntos de
hipótesis que se discutieron en la subsección 5.1.2 del capítulo anterior, pero con el papel de
Y(H0) desempeñado por Y [2](H). De esta forma se concluye que, bajo supuestos bastante
genéricos, no puede alcanzarse una resolución infinita para la longitud física en una cuanti-
zación no perturbativa del sistema construida a partir de la teoría cuántica perturbativa.
Este resultado contrasta de manera notable con el que se obtuvo al final del capítulo
anterior para la incertidumbre en los intervalos de tiempo físico en una cuantización no
perturbativa de este tipo. Recordamos que allí se demostró que es posible la ausencia de una
incertidumbre temporal mínima si la energía no tiene una cota superior, lo cual ocurre en la
familia de teorías DSR1.
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6.2.2. Cuantización no perturbativa genuina
Por otra parte, en la Subsec. 5.2.2 vimos que existe en principio la posibilidad de que
el sistema admita una cuantización no perturbativa “genuina” (con el hamiltoniano físico
como generador de la dinámica) en la que las variables elementales sean la variables físicas
(xi, pi), que se promocionan a operadores explícitamente independientes del tiempo. La exis-
tencia de este tipo de cuantización no se desprende automáticamente de la existencia de una
descripción cuántica perturbativa.
De la Ec. (6.1) se deduce que una situación en la que este tipo de cuantización es posible
es cuando la energía física no depende del momento de fondo, (∂g/∂Π) = 0. En este caso
(que incluye el ejemplo de las ondas de Einstein-Rosen), la posición física X es indepen-
diente del tiempo de fondo. Puede promocionarse entonces a un operador que no muestre
ninguna dependencia temporal explícita, en términos de los correspondientes a las variables
de fondo Πi y qi (donde éstas últimas sólo presentan una evolución implícita en el paráme-
tro temporal). No obstante, hablando estrictamente, la discusión presentada en los párrafos
anteriores no puede aplicarse en estas circunstancias porque, con tal representación de ope-
radores, Y [2](H0,Π) se debe identificar con M [2](H0,Π), siendo ésta última idénticamente
cero cuando también lo es (∂g/∂Π) [véanse Ecs. (6.24) y (6.26)]. Esta anulación invalida los
conjuntos de hipótesis bajo los que se realizó el estudio.
De existir una cuantización no perturbativa genuina, el principio de incertidumbre de
Heisenberg implica que en tales casos ∆X∆p ≥ 1/2. Como consecuencia, la resolución en
la posición física está limitada si y sólo si el momento físico está acotado superiormente.
Esto ocurre en las teorías DSR1 y DSR2, pero no en DSR3. El mismo fenómeno ocurre
con la longitud física si se determina mediante la diferencia de dos observables de posición
no correlacionados. Nótese que para el caso temporal, la resolución en el tiempo físico está
limitada si y sólo si la energía física está acotada superiormente; esto sucede en las teorías
DSR2 y DSR3, pero no en DSR1, a diferencia de lo que ocurre en el caso espacial. Cabe
destacar entonces que, en esta clase de cuantización no perturbativa genuina, siempre estará
presente al menos una incertidumbre mínima, ya sea en la posición física o en el tiempo
físico; ambas no pueden anularse simultáneamente.

Capítulo 7
Incertidumbre temporal mínima en
agujeros negros de Schwarzschild-anti-de
Sitter
(...) un Aleph es uno de los puntos del espacio que contiene todos los puntos.
(...) Sí, el lugar donde están, sin confundirse, todos los lugares del orbe,
vistos desde todos los ángulos. (...) El diámetro del Aleph sería de dos o tres centímetros,
pero el espacio cósmico estaba ahí, sin disminución de tamaño.
J. L. Borges.
El siguiente escenario de gravedad cuántica en el que vamos a examinar la emergencia
de una incertidumbre temporal mínima lo proporcionan espacio-tiempos que contienen agu-
jeros negros. Vimos en la introducción que en el contexto de la física de agujeros negros
existe una ambigüedad en la elección de la normalización del vector temporal que define
la función de masa del horizonte del agujero. En ciertas situaciones, se puede interpretar la
disponibilidad de diferentes funciones de masa como el resultado de tener en cuenta o no una
normalización modificada del vector temporal que incorpora efectos gravitatorios con respec-
to a un fondo. En particular, aquí nos centraremos en la elección de función de masa para
agujeros negros en un espacio-tiempo con una constante cosmológica negativa y sin ningún
contenido material –nos referiremos a ellos como agujeros negros de Schwarzschild-anti-de
Sitter (o Schwarzschild-AdS)–. Estudiaremos si la presencia de una escala determinada por la
constante cosmológica conlleva la aparición de una incertidumbre temporal mínima cuando
uno adopta (erróneamente) como punto de partida una descripción cuántica efectiva corres-
pondiente a un espacio asintóticamente plano. Además, estudiaremos el comportamiento de
la incertidumbre temporal en sectores de estados físicos con masa del horizonte pequeña o
grande comparada con la escala proporcionada por la constante cosmológica [127].
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En una aproximación perturbativa al tratamiento de la constante cosmológica, es razo-
nable comenzar con un fondo que consista en un agujero negro de Schwarzschild, con la
correspondiente masa del horizonte definida mediante la normalización asintótica conven-
cional del campo vectorial temporal. Posteriormente, se introduce el efecto de la constante
cosmológica, deformando así la geometría del espacio-tiempo. Esta deformación afecta a la
normalización del campo vectorial temporal y esto, a su vez, cambia la función de masa del
horizonte. Si las modificaciones se incorporan perturbativamente, obtenemos generalmente
una serie de correcciones sucesivas.
Como alternativa, podemos adoptar una aproximación no perturbativa en la que se in-
cluya una redefinición global no lineal de los parámetros de tiempo y masa que abarque
todos los efectos. Con estas premisas, tendremos en cuenta las dos posibles descripciones de
la evolución cuántica en términos de un parámetro que corresponda o bien al tiempo asocia-
do comúnmente al fondo de Schwarzschild o bien al tiempo asociado a los agujeros negros
Schwarzschild-AdS. Éste último puede considerarse como el tiempo natural (en el horizonte,
o globalmente para soluciones estáticas como veremos) cuya definición incluye los efectos
de la constante cosmológica. En este sentido, podemos entender estos dos tipos de descrip-
ción como las correspondientes, respectivamente, a lo que venimos llamando cuantización
perturbativa y no perturbativa.
7.1. Funciones de masa para agujeros negros de Schwarz-
schild-AdS
En esta sección introducimos las dos elecciones diferentes de tiempo y función de masa en
agujeros negros Schwarzschild-AdS comentadas anteriormente y describimos las relaciones
no lineales entre ellas. Consideramos espacio-tiempos esféricamente simétricos sin campos
materiales que presentan un único horizonte aislado como “frontera interior” [125] y que, en
principio, pueden ser asintóticamente planos o anti-de Sitter (AdS) en el infinito, dependien-
do de si reparamos en agujeros negros Schwarzschild o Schwarzschild-AdS. En el segundo
caso, asumimos la existencia de una constante cosmológica negativa. Entonces, dada la gra-
vedad superficial en el horizonte κs, que depende de la normalización del vector temporal
identificado con la normal nula del horizonte en cuestión, la primera ley de la termodiná-
mica de agujeros negros permite determinar la energía del horizonte como función de su
área A, como se mencionó en la introducción. En el espacio de fases covariante, la energía
del horizonte desempeña el papel de generador de la evolución temporal en dicho horizonte.
El hamiltoniano total consta de dos términos: la energía del horizonte y la contribución en
el infinito, que genera traslaciones temporales asintóticas [125]. Además, si nos ceñimos al
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sector de soluciones estáticas, el campo vectorial de tipo tiempo considerado puede escogerse
igual al campo de Killing estático global. En este caso, el hamiltoniano total debe anularse
por motivos de simetría, lo que conlleva que la energía del horizonte coincida (en valor) con
el generador de las traslaciones temporales asintóticas [125]. Pero como sólo existe una solu-
ción estática en vacío para cada valor del área de agujero negro A, la función de masa µ(A)
del agujero negro queda totalmente determinada con tal que haya una elección preferente de
normalización del campo de Killing estático en el infinito. Es importante resaltar también
que la función de masa obtenida de esta manera genera la evolución en el horizonte con
respecto a un tiempo que, para las soluciones estáticas, coincide justamente con el tiempo
asintótico normalizado.
En el caso asintóticamente plano, es natural ir al sistema de referencia en reposo del agu-
jero negro de Schwarzschild y normalizar el campo de Killing estático a la unidad en infinito.
El generador de traslaciones temporales en infinito es entonces la masa ADM [120]. En el caso
asintóticamente AdS, se puede introducir una elección similar de tiempo asintótico imponien-
do una normalización estándar sobre los generadores canónicos del grupo AdS [128–130]. Se
llega a una energía conservada que, en los espacio-tiempos Schwarzschild-AdS (estáticos),
proporciona el parámetro de masa del agujero negro [131]. Pero si no tenemos acceso a las
regiones asintóticas y analizamos el horizonte cuasilocalmente, no tenemos ninguna razón
para escoger una u otra normalización sin información adicional aparte de la condición de
que se satisfaga la primera ley. Llamaremos Schwarzschild y Schwarzschild-AdS a las funcio-
nes de masa obtenidas con estas dos normalizaciones diferentes. Uno de nuestros objetivos
es explorar la consecuencias de usar una función de masa de Schwarzschild y su paráme-
tro de tiempo asociado en vez de sus contrapartidas Schwarzschild-AdS incluso cuando está
presente una constante cosmológica negativa.
Recordemos que la métrica estática de espacio-tiempos Schwarzschild y Schwarzschild-






























dr2 + r2dΩ2, (7.1)
donde dΩ2 es la métrica en la dos-esfera unidad, Λ > 0 es el valor absoluto de la constante
cosmológica negativa, yM ym son los parámetros de masa de las soluciones de agujero negro
pertinentes. Estos parámetros de masa coinciden numéricamente con los correspondientes
generadores de traslaciones temporales asintóticas (en T y t, respectivamente) en infinito.
Por ejemplo, en el caso asintóticamente plano, M es la masa ADM del agujero negro de
Schwarzschild. El área de horizonte es A = 4pir2h en ambos casos, donde rh está dada por el
cero positivo de la componente diagonal temporal de la métrica.
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La notación M(A) y m(A) enfatiza el hecho de que el valor numérico de estas funciones
coincide con los parámetros de masa M y m de las correspondientes soluciones estáticas. En
adelante, no mostraremos explícitamente esta dependencia en el área. La relación entre las





Merece la pena destacar que m y M coinciden de hecho en el límite Λ → 0. Abusando
de la notación, denotaremos por T y t los tiempos que parametrizan la evolución generada
por las funciones de masa M y m en el horizonte, respectivamente. Recordamos que estos
tiempos también parametrizan las traslaciones temporales asintóticas (con un convenio de
signos apropiado) si nos limitamos a soluciones estáticas, y que la normalización adoptada en
infinito sería la estándar para T si el espacio-tiempo fuese asintóticamente plano, mientras
que es la estándar para t si el comportamiento asintótico es verdaderamente AdS.
Asumamos entonces que vamos a estudiar el horizonte de un agujero negro de Schwarzschild-
AdS (cuasilocalmente). Nos referiremos a los tiempos t y T como físico y de fondo, respecti-
vamente. Estos tiempos difieren en un factor constante (que depende de la solución, es decir,
de la masa) que relaciona las dos normalizaciones en consideración [127]:
t = Q(M ; Λ)T. (7.4)
Obviamente, hemos elegido el mismo origen para ambos tiempos para que se anulen simul-
táneamente. Las gravedades superficiales asociadas a estas normalizaciones diferentes del
campo vectorial temporal están relacionadas por κs,t = Q−1κs,T . Por otro lado, la primera








Dividiendo ambas expresiones hallamos el factor Q [127]:
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Conviene hacer notar que este factor es estrictamente positivo, por lo que la relación temporal
(7.4) es una biyección de R en R. Además, Q se convierte en la unidad cuando Λ se anula, de
modo que los dos tiempos analizados coinciden en el límite de constante cosmológica nula.
Finalmente, obsérvese que Q no es un polinomio en Λ, así que su desarrollo de Taylor en
torno a Λ = 0 da lugar a una serie (perturbativa) con un número infinito de términos.
7.2. Incertidumbre en el tiempo físico: caso perturbativo
A continuación discutimos la incertidumbre temporal cuando se adopta un esquema per-
turbativo para el tratamiento de los efectos de la constante cosmológica, demostrando que
esta incertidumbre no puede ser cero en general [127]. Admitimos la existencia de una descrip-
ción cuántica para el espacio de fases covariante correspondiente a soluciones esféricamente
simétricas en un vacío con un horizonte interior aislado. No nos adherimos a ninguna cuan-
tización en particular para tratar de mantener nuestro estudio lo más general posible, en
su lugar basamos nuestro análisis en aspectos genéricos de la teoría cuántica. En concreto,
esperamos que el área del horizonte venga representada por un observable cuántico (con
espectro positivo), ya que es una cantidad (positiva) bien definida en el espacio de fases
covariante considerado. Por ejemplo, se sabe que esto ocurre así en gravedad cuántica de
lazos [24–26, 132]. De esta forma, las funciones de masa de Schwarzschild y Schwarzschild-
AdS, al ser funciones del área del horizonte, también vendrán representadas por observables
cuánticos, que pueden definirse mediante el teorema espectral. Hacemos notar también que,
incluso si existe una constante cosmológica y el espacio de fases covariante corresponde a
espacio-tiempos asintóticamente AdS, la función de masa de Schwarzschild estará aún bien
definida y lo que dejará de ser aplicable es sólo su interpretación física en términos de la
normalización del campo vectorial temporal en infinito para las soluciones estáticas.
En esta descripción cuántica perturbativa el parámetro de evolución en el horizonte es el
de fondo, T, esto es, la elección de tiempo que permite recuperar el tiempo asintótico estándar
para soluciones estáticas si la constante cosmológica desaparece. Ésta sería la elección natural
si se comienza el análisis ignorando la presencia de una constante cosmológica y se decidiera
incorporarla después perturbativamente. Si la reducción al sector estático del espacio de
fases covariante tiene sentido cuánticamente, el tiempo T tendría el papel del parámetro de
tiempo asintótico en esta teoría reducida, pero con una normalización (dependiente de la
masa) no estándar, causada por haber tenido en cuenta de manera errónea la existencia de
una constante cosmológica. Por su parte, el tiempo físico está representado por una familia
uniparamétrica de observables cuánticos
t̂ = Q̂T, (7.7)
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donde Q̂ puede construirse a partir del operador que representa a la función de masa de
Schwarzschild como Q̂ := Q(M̂ ; Λ).
7.2.1. Cálculo de la incertidumbre en el lapso de tiempo físico
Para hallar la incertidumbre en el tiempo físico t̂ utilizamos el mismo procedimiento que
se usó en la Subsec. 3.1.1 para el escenario de ondas gravitatorias de Einstein-Rosen [106].
Por un lado, medimos la densidad de probabilidad del operador Q̂ en nuestro estado cuántico.
Por otro lado, fijamos el valor del parámetro T examinando la evolución de las densidades
de probabilidad de cualquier conjunto de observables en dicho estado cuántico. Se llega a
una distribución estadística para T con densidad de probabilidad ρ(T ). El doble promedio
arroja la misma expresión para la incertidumbre ∆t que la dada en la Ec. (3.4)
(∆t)2 =
∫
dTρ(T ) 〈 T 2Q̂2 − T 2〈Q̂〉2 〉 = (T∆Q)2 + 〈Q̂〉2(∆T )2 + (∆T∆Q)2. (7.8)
La demostración de que no todos los sumandos positivos se pueden anular –dando lugar
entonces a una incertidumbre temporal mínima– es idéntica a la expuesta en la Subsec. 3.1.1.
Reunimos los dos últimos términos de la Ec. (7.8) en uno y aplicamos la cuarta relación de
Heisenberg ∆T∆M ≥ 1/2 :
(∆t)2 = T
2





Vimos que para poder alcanzar una resolución temporal infinita, ∆Q debe anularse en
cualquier instante T 6= 0. Como la función Q dada por la Ec. (7.6) es estrictamente monótona
(biyectiva) en M ∈ R+, la condición ∆Q = 0 implica ∆M = 0 por el teorema espectral.
Por otra parte, 〈Q̂2〉 no se anula porque la función Q2 es estrictamente positiva.1 Entonces,
el requisito ∆Q = 0 hace que el segundo sumando de la desigualdad (7.9) tome valores
ilimitadamente grandes y, por tanto, surge una incertidumbre no trivial en los intervalos de
tiempo físico.
En el resto de esta sección estudiaremos en detalle el comportamiento de la incertidum-
bre temporal en dos regímenes distintos que se incluyen, respectivamente, en los sectores de
estados cuánticos con (valor esperado de la) masa de Schwarzschild pequeño y grande en
comparación con la escala de masa facilitada por la constante cosmológica. También relacio-
naremos este comportamiento con cotas en la resolución temporal que se han propuesto en
la literatura [127].
1Tomamos estados de valor medio de Mˆ finito y, si es preciso, tomamos el límite ∆M → 0 sobre ellos.
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7.2.2. Masa pequeña e incertidumbre holográfica
Para masas de Schwarzschild pequeñas con respecto a la escala proporcionada por la
constante cosmológica (esto es, para 4ΛM2 < 1), la expresión (7.6) puede desarrollarse en








Esta serie también puede verse como un desarrollo perturbativo de Q en términos de la
constante cosmológica para cualquier masa finita M dada. Un cálculo directo, tomando la













































Limitemos ahora nuestra discusión al sector de estados cuánticos con masa de Schwarz-
schild suficientemente pequeña, en el sentido de que
1 nΛn〈M̂2n〉, ∀n ≥ 1. (7.13)
Alternativamente, podemos considerar que nuestra discusión corresponde al límite de cons-
tante cosmológica despreciable en el sector de estados cuánticos con momentos pares 〈M̂2n〉
acotados para el observable cuántico M̂. 2 Entonces, las condiciones (7.13) se satisfacen
cuando Λ es suficientemente pequeña.
En estas circunstancias, se pueden despreciar las correcciones independientes de T al valor
de la incertidumbre temporal (al cuadrado) para constante cosmológica nula: 1/[4(∆M)2].
En principio, no se pueden despreciar las correcciones dependientes de T si el tiempo de
fondo puede hacerse ilimitadamente grande, porque T 2 podría compensar la pequeñez de
los factores que contienen potencias de Λ y la masa de Schwarzschild. No obstante, de la
2Basta con que exista una constante positiva C tal que 〈M̂2n〉 < Cn ∀n ≥ 1.
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Ec. (7.11) deberíamos esperar que ∆Q ≈ 4Λ∆(M2) a la luz de la aproximación de masa
pequeña. Por ejemplo, se puede probar que esto es en realidad así cuando la desigualdad
(7.13) se cumple si 〈Mˆ4〉 es del mismo orden o menor que [∆(M2)]2 y además
[∆(M2)]2  nΛn−2〈M̂2n〉 ∀n > 2. (7.14)






De nuevo, puede interpretarse esta expresión como la cota de Heisenberg para la incertidum-
bre temporal obtenida cuando Λ = 0 a la que se la ha modificado con la primera corrección






Aunque ω y ∆M pueden tratarse en principio como parámetros independientes en el espacio
de Hilbert de estados cuánticos, ya que involucran momentos diferentes de la distribución
de probabilidad del observable M̂ [∆(M2) involucra 〈M̂4〉 mientras que ∆M no], se puede
razonar que ω, que es no negativo por construcción, tiene que estar acotado inferiormente
por un número estrictamente positivo. Es más, por una parte, dado que M2 es una función
monótona de M ∈ R+, el teorema espectral asegura que ∆(M2) se anula si y sólo si lo hace
∆M. En realidad, es posible ver que (∆M)2 se aproxima a cero más rápido que ∆(M2). Por
otra parte, usando la Ec. (7.13) se puede demostrar que, para todo valor dado de Λ, ∆M
está acotada superiormente en el sector considerado de estados cuánticos. Por tanto, ω no
puede aproximarse a cero dejando que ∆M diverja. Como resultado, uno se puede convencer








Al igual que hemos hecho en capítulos anteriores, podemos minimizar esta expresión con
respecto a su dependencia en ∆M, obteniendo de esta forma la incertidumbre temporal
mínima en cada instante de tiempo T en el sector de estados estudiado. El extremo a tiempo T
se alcanza en estados con (∆M)−6min = 128ω20Λ2T
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3Para ello, hemos asumido que el tiempo T puede ser grande y nos hemos limitado a estados con valores
esperados 〈Mˆ2n〉 acotados como se explica en el pie de página anterior.
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que crece con el tiempo de fondo como T 1/3.
Merece la pena destacar que este comportamiento de la incertidumbre temporal es preci-
samente el mismo que se encuentra aplicando argumentos de holografía a agujeros negros en
gravedad cuántica [119]. Sin embargo, es importante señalar que nuestro resultado depende
del tipo de estados cuánticos que uno elija. En general, encontraríamos para la incertidum-
bre una dependencia diferente respecto al tiempo de fondo si considerásemos otros estados
distintos a los que satisfacen las condiciones comentadas anteriormente, que en particular
implican que los momentos pares de la masa de Schwarzschild son suficientemente pequeños
comparados con la escala de masa determinada por la constante cosmológica.
7.2.3. Masa grande e incertidumbre lineal
Analicemos ahora la incertidumbre temporal en estados cuánticos que presentan una
distribución aproximadamente Gaussiana en la masa de Schwarzschild, centrada en torno
a un autovalor grande en unidades de Planck. En principio, podría preocuparnos la mera
suposición de la existencia de tales estados, ya que hemos preferido no adherirnos a ninguna
cuantización específica de nuestro espacio de fases covariante y, por tanto, no podemos ha-
cer afirmaciones precisas sobre el espectro de la masa de Schwarzschild. Por ejemplo, de la
naturaleza discreta del espectro de área en gravedad cuántica de lazos [24–26], esperaríamos
que una cuantización de lazos del sistema llevase a una masa de Schwarzschild discreta. Sin
embargo, para valores grandes de la función de masa de Schwarzschild en unidades de Planck
[y entonces también de la masa AdS, véase Ec. (7.3)], esperaríamos que la descripción (semi-)
clásica del agujero negro fuese una aproximación bastante buena. Así pues, la hipótesis de
trabajo de que el espectro de masa es casi continuo en la región de agujeros negros ma-
croscópicos es una suposición razonable, cuando no un requisito que debería imponerse para
seleccionar las cuantizaciones físicamente admisibles. Por otra parte, también impondremos
la restricción de que el autovalor de masa en torno al cual se centra el estado sea al menos
del orden de la escala de masa dada por la constante cosmológica.
En más detalle, centraremos la discusión en estados cuánticos cuya distribución de pro-








y permitiremos que M tome valores en todo la semirrecta real positiva. El factor N es una
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Recordamos que la función erf(µ) tiende a uno cuando µ→∞. Por otro lado, µ está relacio-









Para valores grandes de µ tenemos, entonces, que el valor medio de M̂ es grande y coincide
con σµ excepto por términos despreciables exponencialmente decrecientes. Finalmente, σ,
aparte de proporcionar una unidad de masa, se correspondería con la desviación cuadrática
media de una Gaussiana usual si la variable M estuviera definida en toda la recta real, en














Por tanto, la desviación cuadrática media se hace igual a σ/
√
2 para µ grande, exceptuando
correcciones exponencialmente pequeñas. En conclusión, vemos que la distribución (7.19)
puede considerarse una Gaussiana bien centrada en torno a valores grandes de la masa de
Schwarzschild (comparados con la masa de Planck) si µ  1 y σ no es considerablemente
grande en unidades de Planck.








[1 + (v + γ)2]n
. (7.24)
Hemos definido











Es inmediato percatarse de que la expresión (7.24) tiene la forma de una integral de Laplace.
En el Apéndice D mostramos cómo calcular sus desarrollos en serie asintóticos en potencias
de λ en el límite de constante cosmológica nula. En esos cálculos tratamos γ como un número
fijo dado. Salvo por un factor numérico constante, este número es justamente el valor medio
de M̂ expresado en función de la escala de masa proporcionada por la constante cosmológica
(en la aproximación de µ grande). De hecho, hemos supuesto que estas dos masas son del
mismo orden, por lo que no podemos despreciar γ, incluso cuando analizamos el límite
asintótico λ→ 0.
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Así pues, restringimos los cálculos a la región de masas de agujero negro grandes, donde
la consideración de distribuciones aproximadamente Gaussianas (7.19) está justificada, y
estudiamos la situación de una constante cosmológica muy pequeña con γ fijada. En esta
situación, podemos aproximar la función Ξ(µ) a
√
pi y ∆M a σ/
√
2 descartando términos
exponencialmente pequeños. Además, obtenemos las siguientes contribuciones a primer orden
para los momentos de Q̂ [véase el Apéndice D para más detalles]:
〈Qˆ2〉 ≈ 1
(1 + γ2)2













Aunque el segundo término del miembro derecho es de orden mayor en λ que el primero, se
ha conservado en la expresión anterior porque el tiempo de fondo puede ser ilimitadamente
grande. Por lo tanto, obtenemos una incertidumbre temporal que está siempre acotada infe-
riormente por una contribución constante positiva 1/[
√
2(1 + γ2)σ] y que crece linealmente
con T [y así pues con 〈t〉, a partir de la Ec. (7.4)] para tiempos de fondo grandes.
7.3. Incertidumbre en el tiempo físico: caso no perturba-
tivo
Discutimos ahora la incertidumbre temporal cuando se considera que la evolución cuánti-
ca en el horizonte está dictada por la función de masa de Schwarzschild-AdS y el parámetro
de evolución correspondiente es pues el tiempo físico t. Recordamos que, si la restricción
al sector estático del espacio de fases covariante tiene sentido cuánticamente, el tiempo fí-
sico puede verse en la teoría reducida como el parámetro de tiempo AdS asintótico con la
normalización usual en infinito.
La diferencia fundamental con respecto al análisis de la sección precedente es que ahora
t no es una familia uniparamétrica de observables, sino un parámetro genuino. Su incerti-
dumbre está únicamente limitada por la cuarta relación de Heisenberg, ∆t∆m ≥ 1/2.
Como consecuencia, en la cuantización no perturbativa, la resolución del tiempo físico
está intrínsecamente acotada sólo si sucede lo mismo con la masa AdS del agujero negro,
m. El rango de esta masa viene descrito en la teoría cuántica por el espectro del observable
m̂ := m(Â) obtenido a partir de la Ec. (7.2). Puesto que la función clásica m(A) tiende a
infinito cuando lo hace A, el espectro de la masa AdS no estará acotado si ocurre lo mismo
con el espectro de área del agujero negro. Esta última suposición es ciertamente razonable,
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dado que no se deberían esperar desviaciones cuánticas importantes de la descripción (semi-)
clásica de agujeros negros macroscópicos con áreas de horizonte grandes (por ejemplo, se
sabe que el espectro de área no está acotado en gravedad cuántica de lazos [24–26]). Por
consiguiente, la presencia de una incertidumbre temporal mínima no es una consecuencia
necesaria de la cuantización del sistema. Al menos en este esquema no perturbativo, la
resolución en los intervalos de tiempo físico puede hacerse tan grande como se desee.
Capítulo 8
Entropía y temperatura de agujeros
negros en arco iris de gravedad
La frase mas excitante que se puede oír en ciencia,
la que anuncia nuevos descubrimientos,
no es “¡Eureka!”, sino “Es extraño...”
I. Asimov.
A diferencia de la discusión presentada en capítulos anteriores, en éste no realizaremos
ningún análisis pormenorizado de la existencia de una incertidumbre espacio-temporal míni-
ma en escenarios de gravedad cuántica, sino que estudiaremos un tema relacionado con éste,
a saber: las modificaciones de la termodinámica de agujeros negros introducidas a través de
la alteración del principio de Heisenberg y/o de la relación de dispersión de relatividad es-
pecial. En concreto, estudiaremos posibles consecuencias de tales modificaciones empleando
como marco específico el formalismo de arco iris de gravedad.
En el contexto de la física de agujeros negros, Bekenstein argumentó que la entropía de
un agujero negro es una función lineal del área de su horizonte de sucesos [134,135]. También
propuso un valor de la constante de proporcionalidad, deducido mediante un razonamiento
semiclásico que generaliza el proceso de caída de una partícula en un agujero negro discutido
previamente por Christodoulou [136, 137]. El razonamiento de Bekenstein puede generali-
zarse considerando la naturaleza cuántica de la partícula y teniendo en cuenta entonces el
principio de incertidumbre y la relación de dispersión energía-momento [138]. Este argumen-
to generalizado conduce en esencia a la misma conclusión sobre la linealidad de la entropía
de un agujero negro en su área.
Trabajos posteriores en diferentes formalismos de gravedad cuántica (especialmente en
teoría de cuerdas y gravedad cuántica de lazos) no sólo han justificado el resultado de Bekens-
tein [139–141], sino que también han mostrado que debería modificarse el comportamiento
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lineal de la entropía mediante una corrección a primer orden que es logarítmica para áreas
grandes [142–147]. También se han obtenido resultados similares considerando propiedades
generales de agujeros negros [148].
Como hemos comentado, el principio de incertidumbre y la relación de dispersión tienen
un papel clave en la generalización cuántica del argumento de Bekenstein. Si se acepta
la posibilidad de que uno (o ambos) de estos elementos sufra modificaciones, se deducirá
un resultado diferente, con la presencia de términos adicionales al proporcional al área. El
efecto producido por cambios en el principio de incertidumbre se trató en las Refs. [148–152],
y análisis más generales que incluyen relaciones de dispersión modificadas se han presentado
en las Refs. [153–157]. En particular, se puede conseguir un término logarítmico con una
modificación adecuada de la relación de dispersión y/o del principio de incertidumbre.
De hecho, ya hemos visto que surgen modificaciones a la relación de dispersión y al prin-
cipio de indeterminación usuales en varias aproximaciones a gravedad cuántica. Por ejemplo,
se pueden encontrar relaciones de dispersión modificadas en descripciones del espacio-tiempo
que involucran una geometría discreta, tales como gravedad cuántica de lazos [158–162], y en
esquemas que adoptan una geometría no conmutativa [102]. Por otra parte, aparecen princi-
pios de incertidumbre generalizados en el marco de teoría de cuerdas [19–23], en descripciones
que emplean geometría no conmutativa [163], y en otros tipos de análisis basados en con-
sideraciones generales sobre la interacción entre mecánica cuántica y gravedad [164–167].
También hemos comentado que las relaciones de dispersión modificadas se han estudiado,
además, desde una perspectiva fenomenológica [70–77,79–84], y en las teorías de relatividad
doblemente especial (DSR) [85–91].
Otro escenario en el que surgen tanto relaciones de dispersión deformadas como principios
de incertidumbre generalizados es el formalismo de arco iris de gravedad [105], el cual permite
tratar simultáneamente los dos tipos de modificaciones de manera bastante general. Por
esta razón, en este capítulo discutiremos el efecto que la modificación de las relaciones de
dispersión y el principio de incertidumbre conlleva sobre la termodinámica de agujeros negros
en el contexto de arco iris de gravedad. Para ello consideraremos dos propuestas diferentes
de este formalismo: una es el arco iris gravitatorio original establecido por Magueijo y Smolin
[105] y la otra es un modelo motivado por nuestra sugerencia de implementación canónica
de DSR [99,100].
8.1. Argumento de Bekenstein extendido
En esta sección vamos a repasar de forma sucinta el argumento de Bekenstein, incluyendo
aspectos cuánticos. Como parte de su argumento para obtener la constante de proporcionali-
dad de la relación lineal área-entropía, Bekenstein calculó el aumento mínimo del área A que
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experimenta un agujero negro cuando absorbe una partícula clásica (neutra), de energía E
y radio propio L,1 que cruza el horizonte cayendo libremente desde un punto de no retorno
(turning point) en su órbita [134,135,138]. Llegó a la conclusión de que ∆A ≥ 8pil2PEL. Por
tanto, el incremento de área presenta una cota inferior fundamental que no depende de las
propiedades del agujero negro.
Para extender este análisis al caso de una partícula cuántica, hay que considerar el radio
de la partícula como la incertidumbre en su posición, ∆x, e introducir un factor de corrección
apropiado en el coeficiente de la expresión anterior de ∆A. Designaremos este coeficiente
corregido por a. Se tiene entonces
∆A ≥ aE∆x. (8.1)
Usando la relación de dispersión de relatividad especial y el principio de incertidumbre usual
se obtiene E ≥ 1/∆x [153–155] y, por tanto, ∆A ≥ a.
Por otro lado, Bekenstein también señaló la existencia de una cota superior universal
para el cociente de entropía y energía [168], S/E ≤ 2piL, donde L es el radio efectivo del
sistema. Así, si un sistema cuántico con entropía Smat entra en un agujero negro, el cambio
de entropía de la materia ordinaria en el exterior del agujero negro satisface
−∆Smat ≤ bE∆x, (8.2)
donde hemos denotado como b la correspondiente constante de proporcionalidad. Esta cota,
junto con la Ec. (8.1), implica que (b/a)∆A + ∆Smat ≥ 0. Esta desigualdad puede verse
como una segunda ley generalizada de la termodinámica, lo que nos lleva a establecer que
el primer término de la expresión ha de representar el cambio en la entropía del agujero






Por sencillez, a partir de ahora limitaremos nuestra discusión al caso de agujeros negros
de Schwarzschild. Para este tipo de agujeros negros, tenemos entonces que la temperatura
asociada puede deducirse utilizando la definición T−1BH = (∂SBH/∂m) [134, 135], donde m es
la masa del agujero negro (con el convenio estándar de normalización del vector de Killing





que imita la temperatura que halló Hawking de un modo distinto [169].
El principio de incertidumbre y la relación de dispersión tienen un cometido esencial en
la deducción que hemos presentado. Si uno o ambos sufriesen modificaciones, como ocurre
1En última instancia, L es la longitud característica del sistema que cae.
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en los diversos escenarios que hemos comentado [19–23,85–91,102,158–167], la linealidad de
la expresión de la entropía también se modificaría. A continuación presentaremos el mar-
co teórico de arco iris gravitatorio para, posteriormente, analizar las implicaciones que las
modificaciones introducidas por este formalismo conllevan en la termodinámica de agujeros
negros.
8.2. Arco iris gravitatorio y solución de Schwarzschild
modificada
La peculiaridad característica del formalismo de arco iris gravitatorio reside en postular
que la geometría depende (de forma explícita) del contenido energético de la partícula de
prueba empleada para sondear el espacio-tiempo [105]. Como vimos en la introducción,
esta dependencia se incorpora permitiendo que las ecuaciones de Einstein pasen a depender
de la energía y momento de la partícula de prueba, incluso a través de una dependencia
contenida en las constantes de acoplo o (en su caso) en la constante cosmológica (1.31).
En esta sección introduciremos dos tipos diferentes de formalismo de arco iris de gravedad
con los que analizaremos más tarde la modificación de la termodinámica de agujeros negros.
Además, aprovecharemos para hallar un ejemplo especialmente interesante de soluciones
de las ecuaciones modificadas de Einstein en arco iris de gravedad: la generalización de la
solución de Schwarzschild.
8.2.1. Dos formalismos de arco iris gravitatorio
Para presentar estos dos esquemas conviene empezar comentando la conexión que se
puede establecer entre el formalismo de arco iris de gravedad y el de DSR. Veíamos en la
introducción que en el caso trivial de espacio-tiempo con curvatura cero se tiene la métrica
plana de arco iris dada por la Ec. (1.32), donde la tétrada ea µ depende de la energía-
momento de la partícula de prueba. En el límite de bajas energías y momentos, esta tétrada
se reduce a una tétrada e˜a µ que describe la geometría de Minkowski (para topología trivial)
propia de relatividad especial. Dado entonces un sistema de coordenadas qa adaptado a
la tétrada “minkowskiana” e˜a µ, podemos obtener otro sistema xa adaptado a la tétrada
ea
µ mediante una transformación dependiente de la energía-momento de la partícula de
prueba similar a la que existe entre las tétradas [véase Ec. (1.33)]. A las coordenadas xa
y qa, Magueijo y Smolin las denominan coordenadas independientes y dependientes de la
energía, respectivamente [105]. Nosotros, en cambio, llamaremos a xa coordenadas físicas
y a las coordenadas minkowskianas qa las llamaremos coordenadas de fondo, siguiendo la
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nomenclatura empleada en capítulos anteriores.
Por otra parte, considerando que la energía-momento de la partícula de prueba –o su
incremento infinitesimal, teniendo en cuenta la no linealidad– pertenece al espacio cotan-
gente, se pueden utilizar las co-tétradas ea µ como base en la que expresar esta cantidad,
cuyas componentes representamos por Pa –o dPa–. Se obtiene así lo que llamaremos energía-
momento física. En el límite de bajas energías y momentos, la energía-momento física se
reduce al cuadrimomento habitual del espacio-tiempo de Minkowski. Igualmente, se puede
emplear entonces la co-tétrada minkowskiana e˜a µ para describir este cuadrimomento, cuyas
componentes denotamos por Πa, y al que nos referiremos como energía-momento de fondo.
La relación entre las variables físicas y de fondo está determinada por la de las tétradas, es
decir, por las funciones G y F introducidas en la Sec. 1.8, y en general será no lineal. En
particular, surge una redefinición no lineal de la energía y el momento.
A partir de la discusión anterior, y al menos en espacio-tiempos asintóticamente planos,
donde las consideraciones presentadas para la interpretación de la energía-momento pueden
aplicarse cuando menos en la zona asintótica, se puede visualizar el escenario de arco iris
gravitatorio como una propuesta para extender el marco de DSR al espacio de posiciones
incluyendo efectos de curvatura espacio-temporal [105]. Adoptando este punto de vista, Ma-
gueijo y Smolin (MS) se inspiraron en una propuesta que ellos mismos hicieron de realización
de DSR en el espacio de posiciones (sin incluir curvatura) para pasar a construir un formalis-
mo de arco iris [105]. La implementación MS de DSR en el espacio de posiciones se construye
a partir de una especialización del requisito (introducido en la Ref. [94]) de que las teorías de
campos libres en DSR admitan soluciones de ondas planas. Esta condición puede formularse
como la invariancia bajo transformaciones de Lorentz de la contracción entre la energía-
momento y un desplazamiento espacio-temporal infinitesimal [105], y con nuestra notación
puede expresarse de la forma Πadqa = Padxa. A partir de este requerimiento, e imponiendo
que cada coordenada de fondo se relacione sólo con la coordenada física homóloga, las Ecs.








Recordemos que  y Π son la energía y el módulo del momento de fondo, respectivamente, y
g y f son las funciones que relacionan entre sí de manera no lineal las energías y momentos
físicos y de fondo. La relación entre coordenadas en DSR dada por la expresión (8.5) motiva
la prescripción (1.33) para los campos de tétradas ortonormales que eligieron Magueijo y
Smolin a la hora de crear el escenario de arco iris gravitatorio, con la identificación de
funciones G = g/ y F = f/Π. 2
2Exigimos que el cociente de los momentos físico y de fondo esté bien definido cuando el segundo tiende
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Por otra parte, la propuesta de implementación canónica de DSR en el espacio de fases
presentada en el capítulo 4 conduce a una geometría que depende explícitamente de la
energía y el momento del sistema [véanse Ecs. (4.5)]. En este sentido, dicha propuesta puede
considerarse como otro formalismo de arco iris gravitatorio, que es el segundo con el que
vamos a tratar aquí. Esta propuesta se basa en la invariancia de la forma simpléctica [99],
condición que puede expresarse de la forma dqa ∧dΠa = dxa ∧dPa (donde, por consistencia
con el capítulo 4, hemos adoptado notación de álgebra exterior, interpretando las diferenciales
como 1-formas sobre el espacio de fases). A diferencia de lo que ocurre con la propuesta MS,
la nuestra lleva a que la relación entre las variables físicas (xa, Pa) y de fondo (qa,Πa) sea
(por construcción) una transformación canónica. Las relaciones (4.5) entre las coordenadas
espacio-temporales obtenidas con esta propuesta canónica sugieren unas relaciones entre
tétradas muy diferentes a la expresión (1.33). No obstante, con las restricciones que vamos
imponer en nuestro análisis encontraremos una correspondencia entre tétradas similar a la
Ec. (1.33), pero con distintas expresiones para las funciones G y F .
En adelante, nos limitaremos a modelos de arco iris basados en una familia de teorías
DSR que, sin ser completamente genérica, es de hecho bastante general y ha recibido la casi
totalidad de la atención en la literatura existente sobre DSR. En esta familia de teorías,
la energía física depende sólo de la de fondo, es decir, E = g(). Además, como estamos
tratando sólo con agujeros negros esféricamente simétricos, también impondremos simetría
esférica en el espacio de fases (de la partícula de prueba) mediante la limitación de que los
momentos físicos sean paralelos o antiparalelos a xi. En consecuencia, εijkpidxj = 0 (para un
momento dado), donde εijk denota el símbolo de Levi-Civita. Dado que pi/p = Πi/Π, esta
condición puede reescribirse como dxi = dxjΠjΠi/Π2 (con el convenio habitual de suma en
índices repetidos) [170].
Bajo estas condiciones, de las Ecs. (4.5) obtenemos el siguiente escalado con nuestra























xixi, y x¯0± es una nueva coordenada que, aunque no es canónicamente conjugada
a la energía (en el sentido de que {x¯0±, xi} no es un conjunto conjugado a la energía-momento
física), sólo difiere del tiempo canónico por un vector de desplazamiento (shift vector) que es
constante en el espacio-tiempo. Por lo tanto, las relaciones (8.6) motivan la misma estructura
a cero. Ésta es una restricción menor sobre f, porque en cualquier caso f ≈ Π para energías y momentos
bajos. Esta condición garantiza que f(,Π) se anula cuando también lo hace el momento de fondo.
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de la relación (1.33) entre tétradas, pero con G = (∂g/∂) y F = (∂f/∂Π).
De las Ecs. (8.5) y (8.6) vemos que, en los dos casos considerados, el efecto sobre la geo-
metría consiste esencialmente en dos escalados independientes: una transformación conforme
de las componentes espaciales y una dilatación temporal, ambas constantes en el espacio-
tiempo. Por ejemplo, como veremos en la siguiente subsección, la solución de Schwarzschild
modificada para estos dos escenarios de arco iris gravitatorio reproduce formalmente la solu-
ción usual de relatividad general (con una identificación adecuada de coordenadas) excepto
por el factor de escala comentado de la métrica espacial y la componente temporal de la
diagonal.
Podemos analizar simultáneamente los dos formalismos de arco iris de gravedad deno-
tando los correspondientes factores de escala con la nomenclatura abstracta G() y F(,Π) :
dq0 = G()dx¯0±, dqi = F(,Π)dxi, (8.7)
donde se entiende que x¯0±, para la propuesta MS, designa a x0. Los factores de escala espacial y
temporal, G() y F(,Π), están dados en un caso por las derivadas parciales de las funciones
g y f con respecto a la energía y momento de fondo, mientras que en el otro caso son



















Por supuesto, por propuesta canónica entendemos aquí el formalismo de arco iris gravitatorio
motivado por nuestra implementación canónica de DSR.
8.2.2. Solución de Schwarzschild modificada
Antes de continuar con el análisis de la modificación de la termodinámica de agujeros
negros que surge en el ámbito de arco iris de gravedad, vamos a hallar a modo ilustrativo
la solución de Schwarzschild de las ecuaciones de campo modificadas. En coordenadas físi-
cas (independientes de la energía-momento), una métrica esféricamente simétrica se puede
expresar de forma genérica como [105,170]
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donde dΩ2 es la métrica en la dos-esfera unidad. Reescribiéndola en coordenadas de fondo
(dependientes de la energía, según la nomenclatura de Magueijo y Smolin) queda




qiqi, q = F(,Π)x, (8.12)
A˜(q|,Π) := A[x(q, ,Π)], B˜(q|,Π) := B[x(q, ,Π)],
y la métrica en la dos-esfera unidad no cambia. Según el teorema de Birkhoff, las funciones
A˜ y B˜ deben cumplir A˜(q|,Π) = B˜(q|,Π)−1 = 1 − C˜(,Π)/q para toda energía-momento
fija.
Teniendo en cuenta la relación entre q y x, vemos que, para recobrar la independencia
energética de la función A˜(x), el cociente C˜(,Π)/F(,Π) debe ser una constante, no sólo
respecto a su dependencia del espacio-tiempo, sino también respecto a  y Π [105]. Por
otra parte, en el régimen de bajas energías y momentos, F(,Π) se aproxima a la unidad
y C˜(,Π) coincide con 2M, donde M es la masa de Schwarzschild de relatividad general y
estamos fijando G, la constante de Newton efectiva en el límite de baja energía, a la unidad.
Por lo tanto, debemos tener C˜(,Π) = 2MF(,Π).
En la propuesta MS de arco iris de gravedad y en la motivada por una realización canó-
nica, las expresiones explícitas de la solución de Schwarzschild modificada en coordenadas













































En particular, destacamos que el horizonte está situado en la misma localización que en
relatividad general, x = 2M. Las correspondientes nociones de infinitos espacial y nulo y
de región asintóticamente plana en el contexto de arco iris de gravedad pueden introducirse
según se explica en la Ref. [171].
8.3. Modificación de la cota del cambio del área de un
agujero negro
Las expresiones (4.2) y (8.7) conducen tanto a deformaciones de la relación de dispersión
como a principios de incertidumbre generalizados (porque varían los conmutadores del mo-
mento con las coordenadas espaciales de fondo). De este modo, los formalismos de arco iris
8.3. Modificación de la cota del cambio del área de un agujero negro 89
gravitatorio incorporan los dos tipos de modificaciones cuyas consecuencias para agujeros
negros queremos discutir.
8.3.1. Descripción cuántica del sistema
La expresión (8.1) proporciona una cota inferior del incremento del área de un agujero
negro en relatividad general. La magnitud E es la energía de la partícula que va a ser
absorbida, medida en el infinito en el espacio-tiempo asintóticamente plano, y ∆x es la
incertidumbre en la posición de la partícula. Cuando se modifica la relatividad, parece natural
asumir que la cota sigue siendo válida tomando como E la energía medida por un observador
asintótico3 y ∆x la incertidumbre en la posición. Sin embargo, en arco iris de gravedad, E y
x ya no corresponden a las variables habituales de energía y posición para un espacio-tiempo
(asintóticamente) plano: son las variables que hemos llamado físicas y se transforman (en la
región asintótica) conforme a una acción no lineal del grupo de Lorentz. De esta manera, la
expresión del incremento de área incorpora modificaciones con respecto a la Ec. (8.1) que
surgen de la deformación de arco iris.
En adelante, llamaremos ∆A al cambio de área obtenido para arco iris gravitatorio,
mientras que ∆A0 := a∆q denota la cota inferior sin deformación de la relatividad general
estándar [véase Ec. (8.1)]. Para relacionar estas dos cantidades, debemos tener en cuenta en
primer lugar el tipo de descripción cuántica adoptada. Podemos considerar dos posibilidades.
En un caso, la cuantización del sistema se lleva a cabo eligiendo como parámetro temporal y
variables de posición las coordenadas de fondo (asociadas al espacio-tiempo asintóticamente
plano). Ésta es la filosofía típica de lo que venimos llamando aproximación perturbativa. En
el otro caso, por el contrario, se construye la cuantización en términos de las variables de
tiempo y posición físicas. Según la terminología que hemos adoptado en capítulos precedentes,
nos referiremos a estos dos tipos de descripciones como cuantizaciones perturbativa y no
perturbativa, respectivamente [99,100].
Más específicamente, un conjunto completo de variables elementales para la cuantización
perturbativa son las variables de fondo (qi,Πi),mientras que el tiempo de fondo q0 actúa como
parámetro de evolución. Así, el principio de incertidumbre que corresponde a esta descripción
perturbativa es∆q∆Π ≥ 1/2 (con q =
√
qiqi).4 Por otro lado, la cuantización no perturbativa
puede construirse asignando el papel de parámetro de evolución al tiempo físico x0 y el de
variables elementales a las variables físicas (xi, pi). El principio de indeterminación para esta
descripción no perturbativa es entonces ∆x∆p ≥ 1/2. El siguiente paso consiste en expresar
3No obstante, véase la siguiente subsección referente al caso de una cuantización perturbativa.
4En sentido estricto, se tiene ∆qi∆Πi ≥ 1/2 (para cada valor de i). Es válido pasar de componentes
vectoriales a normas bajo suposiciones razonables.
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las cantidades que aparecen en∆A en términos de las variables elementales que corresponden
a cada uno de estas clases de cuantización y aplicar el principio de incertidumbre asociado
a ellas.
8.3.2. Cota en el cambio del área
Para el caso de la cuantización no perturbativa, la cota en el cambio del área para el
escenario de arco iris puede expresarse







En concordancia con el proceso de absorción descrito en la Sec. 8.1, nos limitamos a partículas
que se alejan del reposo una cantidad ∆Π, interpretable como la incertidumbre que afecta a
sus momentos. Empleando las Ecs. (4.2) y el hecho de que la función f se anula cuando lo









El factor ∆x∆p/(∆q∆Π) en ∆̂A0 compensa el cambio de relaciones de incertidumbre básicas
con respecto a las del espacio-tiempo plano de fondo en el argumento de Bekenstein. Teniendo
en cuenta este cambio, la línea de razonamiento de la Sec. 8.1 llevaría al resultado (b/a)∆̂A0+
∆Smat ≥ 0. De forma notable, el cociente de los factores de escala que se encontraron en la
Ec. (8.5) aparece ahora en el miembro derecho de la expresión (8.15). Según esto, parece que
el formalismo MS de arco iris gravitatorio encaja con la descripción no perturbativa.
Discutamos ahora la descripción perturbativa. Recordando la Ec. (8.6) y tratando ∆x
y ∆q como distancias espaciales, se obtiene ∆x = ∆q/(∂f/∂Π). Además, si se considera
mecano-cuánticamente la energía de fondo  como el generador de traslaciones temporales
en el parámetro de evolución q0 y se identifica la cantidad E en ∆A con el generador corres-
pondiente de traslaciones en x0, obtenido con una aplicación directa de la regla de la cadena,
en vez de con la energía física exacta, se concluye que el papel de E debe desempeñarlo
 (∂g/∂). De hecho, se hizo esta misma asignación en la Ref. [155] cuando se estudiaban las
correcciones de primer orden en termodinámica de agujeros negros causadas por relaciones














En la expresión anterior, el factor multiplicativo es el cociente de los factores de escala
obtenidos en la Ec. (8.6). Así pues, el mismo tipo de conexión que parece existir entre la
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descripción cuántica no perturbativa y la propuesta MS aparece ahora entre la descripción
perturbativa y nuestra propuesta. En ambos casos, la cota en el cambio de área para re-
latividad general se ve corregida por un factor que depende de la energía y momento de
fondo de la partícula. En el caso de la cuantización no perturbativa, hay una modificación
adicional que proviene del cambio en las relaciones de incertidumbre, que se ha absorbido en
la definición de ∆̂A0. En el régimen de bajas energías, en que las funciones g y f tienden a la
identidad y coinciden las variables físicas y de fondo, se recupera el resultado acostumbrado.
Podemos manejar paralelamente las fórmulas (8.15) y (8.17) usando la notación intro-
ducida en las Ecs. (8.8) y (8.9) y designando por ∆A0 tanto a ∆̂A0 en la descripción no
perturbativa como a ∆A0 en la perturbativa. Entonces, podemos escribir















Usaremos esta relación para obtener expresiones modificadas de la entropía y temperatura
de un agujero negro en los dos formalismos de arco iris de gravedad considerados. En prin-
cipio, esta desigualdad es válida para todos los posibles valores de la energía-momento de la
partícula absorbida por el agujero negro. Al menos para el caso sencillo de un agujero negro
de Schwarzschild modificado, resulta que cuando la función h satisface ciertas condiciones,
el conjunto de desigualdades obtenidas con diferentes energías y momentos se deriva de una
única desigualdad. Además, el factor que surge de h en esa desigualdad depende sólo del
radio de área rs =
√
A/(4pi) (es decir, del radio de Schwarzschild en relatividad general5).
Las condiciones sobre h se obtienen de los siguientes argumentos.
En primer lugar, como la energía y momento de fondo satisfacen la relación de dispersión
común de relatividad especial,  ≥ ∆Π (donde la igualdad se alcanza para partículas sin ma-
sa). Entonces, si h(,∆Π) es una función creciente de la variable ∆Π, podemos maximizarla
a h(, ). Por otra parte, 2pi/ no puede exceder el diámetro del agujero negro, 2rs, porque de
lo contrario la partícula sería dispersada en vez de absorbida (véase también la Ref. [155]).
En este sentido, hacemos notar que 2pi/ es la longitud de onda en el caso de una partícula
sin masa, y es menor o igual a la longitud de onda Compton para una con masa. Por tanto,
 ≥ pi/rs. Si h(, ) es una función decreciente de , entonces alcanza su máximo en pi/rs.
5Recíprocamente, la relación A = 4pir2s puede verse como la definición de A en términos de la posición
radial del horizonte.
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En esta situación, es fácil darse cuenta de que la expresión (8.18) se satisface para todos












En la siguiente sección usaremos esta desigualdad como el elemento clave para obtener ex-
presiones modificadas de la entropía y temperatura de un agujero negro. Ahora vamos a
comprobar si se satisfacen las condiciones exigidas a la función h en los modelos de arco iris
de gravedad sugeridos por algunos de los ejemplos de teorías DSR que se encuentran más a
menudo en la literatura [los detalles pueden consultarse en la sección 8.6].
El primero de estos modelos está basado en el arquetipo de la familia de teorías DSR2 [89,
90] (teorías con energía y momento físicos acotados). En la Sec. 8.6 se ve que, en este modelo y
para la propuesta MS, h(,∆Π) = g()∆Π/[f(,∆Π)] = 1. Se satisfacen trivialmente las dos
hipótesis supuestas anteriormente sobre la función h, pero no hay ninguna modificación de la
termodinámica. Por otro lado, para nuestra propuesta canónica de arco iris de gravedad, se
tiene en este modelo que h(,∆Π) = (∂g/∂)/(∂f/∂Π) = 1/(1 + λ). Dado que esta función
es constante en ∆Π y decreciente en , se cumplen las condiciones sobre h.
El siguiente modelo de arco iris viene dado por la teoría DSR cuya relación entre las
energías física y de fondo coincide con la que se encuentra para ondas gravitatorias de
Einstein-Rosen [106,109]. En la Sec. 8.6 se demuestra que en este caso se obtiene h(,∆Π) =
(1− e−λ)/(λ) para la propuesta MS de arco iris, y h(,∆Π) = e−λ para nuestra propuesta.
Ambas funciones son independientes de ∆Π y decrecientes en . Por tanto, se satisfacen los
requisitos sobre h que habíamos introducido.
Por último, consideramos el modelo de arco iris que se basa en el ejemplo arquetípico
de la clase de teorías DSR1 (momento físico acotado) [85, 86]. En realidad, como la energía
física depende del momento auxiliar, E = g(,∆Π), no se puede aplicar nuestro análisis a
este modelo a menos que limitemos todas las consideraciones a un invariante de Casimir
(de fondo) fijo 2 − ∆Π2. Para la propuesta MS, dada la complejidad de las funciones que
aparecen, estudiamos exclusivamente el caso de partículas sin masa ( = ∆Π), para las cuales
demostramos en la Sec. 8.6 que h = (1 + λ) ln(1 + λ)/(λ). Ésta es una función creciente
de , así que no se cumplen las condiciones supuestas sobre h. Con nuestra propuesta, por
otra parte, se obtiene h = 1 para cualquier valor fijo del invariante de Casimir y, entonces,
la termodinámica permanece inalterada.
6Esta afirmación asume implícitamente que la cota ∆A0 para relatividad general estándar puede tratarse
con independencia de (,∆Π), como indica el hecho de que el mínimo a de ∆A0 es independiente de esas
cantidades.
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8.4. Entropía de agujeros negros
Discutamos ahora la modificación de la relación entropía-área (8.3). Como hemos visto,
en relatividad general estándar tenemos (b/a)∆A0 + ∆Smat ≥ 0 (una vez se han tenido en
cuenta las relaciones de incertidumbre básicas adecuadas). Al pasar a relatividad deformada,
el cambio del área de un agujero negro satisface la relación (8.20) con tal que la función
h cumpla ciertas condiciones. Al dar este paso, la entropía de la materia ordinaria no se
modifica (asumiendo que ya se ha adoptado una descripción cuántica correcta), porque refleja











) +∆Smat ≥ 0. (8.21)
Si se acepta la hipótesis razonable de que la entropía de un agujero negro (de Schwarz-
schild) es una función de su área exclusivamente, puede entenderse la relación anterior como
una segunda ley generalizada modificada, con una identificación natural del cambio en la












Para recuperar la ley de Bekenstein-Hawking (8.3) para agujeros negros grandes (rs →∞),
límite en que h tiende a la unidad, debe fijarse la constante b/a al factor usual 1/(4L2P ).
Finalmente, para obtener la forma funcional de la entropía con el área, sustituimos A =













Aquí, A1 es un área de referencia donde se fija que la entropía se anule. Es natural elegirla
igual a cero, pero notamos que entonces la integral podría divergir. En ese caso, debería
darse como referencia un área no nula (por ejemplo, el área de Planck). La convergencia
de la integral para A1 = 0 está asegurada al menos para aquellas teorías en que se puede
encontrar una constante δ > 0 tal que l´ımrs→0 r2−δs /h(pi/rs, pi/rs) = 0.
Estudiemos ahora el comportamiento de la entropía para valores grandes del área de un
agujero negro. Con este objetivo, desarrollamos la función 1/h en torno a cero (en sus dos
argumentos) y mantenemos solamente los términos hasta orden cuadrático. Recordando que











































Aquí, el símbolo |0 significa evaluación en valores nulos de los argumentos.
Si se impone que la corrección de primer orden a la ley de Bekenstein-Hawking sea
logarítmica, de acuerdo con diversos análisis en la literatura [142–148], el coeficiente constante
C1 debe anularse. Esto puede entenderse como una restricción en los modelos de formalismo














8.5. Temperatura de agujeros negros
8.5.1. Obtención a partir de la entropía
Pasamos ahora a analizar la modificación de la temperatura de un agujero negro. Con esta
finalidad, asociamos una masa m = E2P rs/2 al agujero negro. Esta expresión reproduce la
definición de masa de Schwarzschild en relatividad general y, como hemos visto, se recupera
en los formalismos de arco iris considerados. Merece la pena señalar que la masa m va en
principio de cero a infinito (si también lo hace A). De la definición T−1BH := (∂SBH/∂m) y la







Aquí, T0 = E2P/(8pim) representa la temperatura Hawking en relatividad general estándar.
La temperatura Hawking tiende a cero cuando m→∞ (o equivalentemente si rs →∞).
Por tanto, en relatividad general un agujero negro irradia con una temperatura despreciable
cuando su masa es muy grande. Por el contrario, T0 diverge cuando m (y rs) se aproxima
a cero. Como consecuencia, en relatividad general, la cantidad de radiación emitida por un
agujero negro diminuto es enorme. La evaporación se acelera de manera exorbitante cuando
la masa se hace pequeña, en los estadios finales de la vida del agujero negro. Queremos
explorar si las modificaciones que aparecen en el contexto de arco iris gravitatorio pueden
alterar este comportamiento de la temperatura de manera significativa. En concreto, quere-
mos investigar si la temperatura modificada puede anularse en el límite de masa cero. Esto
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abriría la posibilidad de que la evaporación del agujero negro se detenga finalmente o tarde
un tiempo infinito, dando lugar a un escenario radicalmente distinto para la resolución de la
paradoja de la información.








Recordamos que g es una función positiva y creciente, porque se aproxima a la identidad
(esto es, g() ≈ ) a bajas energías y es invertible. Para que la temperatura TBH se anule en el
límite de masa cero, es necesario entonces (aunque no suficiente) que l´ımz→∞ f(z, z)/z =∞.
Esto impide la existencia de una escala invariante de momentos. Por tanto, la temperatura
no puede anularse para modelos de arco iris MS cuyas expresiones (1.33) imiten las relaciones
no lineales entre variables físicas y de fondo de teorías DSR pertenecientes a las clases DSR1
y DSR2.
Por otro lado, a partir de la Ec. (8.17), la temperatura modificada para nuestra propuesta












En ejemplos de arco iris canónico que se basen en teorías de las familias DSR2 y DSR3, ∂g/∂
tiende a cero en infinito. Si el decrecimiento de esta derivada domina sobre el posible creci-
miento de z/(∂f/∂Π), la temperatura se anula para masa cero. En la clase DSR1, ∂g/∂ no
tiende a cero. Así, se debe tener necesariamente que l´ımz→∞[(∂f/∂Π)(z, z)]/z =∞. Puesto
que la existencia de una cota en el momento físico implica únicamente que l´ımz→∞ f(z, z)
debe ser finito, es posible que la temperatura se anule con la masa en modelos de arco iris
inspirados en DSR1. Por lo tanto, en comparación con la propuesta MS, nuestra propuesta
de arco iris canónico conduce a una mayor variedad de opciones para que la temperatura
modificada se anule asintóticamente.
Podemos estudiar el comportamiento de la temperatura modificada en los modelos de
arco iris correspondientes a los ejemplos de DSR considerados anteriormente y descritos en
la Sec. 8.6. En el modelo DSR2, la temperatura coincide con T0 para la propuesta MS,
mientras que para nuestra propuesta canónica TBH = E2P/[4pi(piλE2P + 2m)]. En este último
caso, aunque la temperatura no se anula para masa cero, la situación es mucho mejor que
en relatividad general estándar, porque TBH tiende a la constante 1/(4pi2λ). Por otra parte,
usando la expresión de la función h obtenida en la Sec. 8.6 para el modelo DSR3 (inspirado en
las ondas gravitatorias de Einstein-Rosen) obtenemos TBH = [1− e−piλE2P /(2m)]/(4pi2λ) para
la propuesta MS. La temperatura tiende también a una constante en el límite de masa nula.
Para nuestra propuesta alternativa, por otra parte, se tiene TBH = E2P e−piλE
2
P /(2m)/(8pim),
así que la temperatura realmente se anula cuando m→ 0. Finalmente, en el caso del modelo
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DSR1, la temperatura no sufre ninguna modificación cuando se cumplen las condiciones que
permiten la aplicación de nuestro análisis [véase el final de la Subsec. 8.3.2 y la Ec. (8.43)].
8.5.2. Obtención a partir de la gravedad superficial
La expresión (8.27) de la temperatura modificada y nuestra discusión posterior sólo son
aplicables si la función h satisface las condiciones descritas en la Subsec. 8.3.2. Estas con-
diciones nos permiten pasar de un conjunto de desigualdades que involucran h(,∆Π) para
todo un rango de valores de la energía-momento de fondo a la desigualdad única (8.20).
Esta última desigualdad lleva a una segunda ley generalizada que depende sólo del área del
agujero negro y la entropía de la materia ordinaria. Sin embargo, las condiciones sobre h no
se cumplirán para modelos arbitrarios de arco iris gravitatorio. Aunque podemos encontrar
condiciones alternativas
sobre h que permitan llegar a la Ec. (8.20), es posible generalizar el estudio de la modi-
ficación de la temperatura y la entropía de la siguiente forma.
En primer lugar, en sintonía con el planteamiento de arco iris de gravedad, se puede
admitir de manera tentativa una temperatura de agujeros negros TBH que dependa de la
energía-momento de las partículas de prueba. Entonces, como se indica en la Ref. [157], puede
encontrarse la expresión de la temperatura correspondiente analizando el comportamiento
de la métrica de arco iris cerca del horizonte. La temperatura es TBH = κs/(2pi), donde κs










Aquí, (g00)′ denota la derivada de g00 respecto a r. Para la solución de Schwarzschild, la
introducción del arco iris de gravedad tiene como resultado los escalados espacial y temporal







Con estas transformaciones, se obtiene sencillamente
TBH = h(,Π)T0. (8.32)
Esta expresión depende de la energía y momento de las partículas de prueba. Parece razonable
considerar como partículas de prueba naturales las proporcionadas por el propio agujero
negro por medio de su radiación. De este modo, el arco iris gravitatorio tendría en cuenta
(hasta cierto punto) la retroalimentación (back reaction) de la geometría. Esta radiación
estaría dominada por partículas sin masa con energía promedio proporcional a la temperatura
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Hawking, al menos para agujeros negros suficientemente grandes. Esto justificaría identificar
las partículas de prueba con partículas sin masa con  = Π = %T0, donde % es una constante
de orden unidad.
No obstante, uno esperaría que esto fuese sólo una aproximación, con correcciones cuán-
ticas al valor de la energía promedio y fluctuaciones en torno a la partícula de prueba que
se vuelven cada vez más importantes para agujeros negros más pequeños. Se podría intentar
imitar el efecto de esas correcciones y desviaciones de la aproximación propuesta evaluando
h en  = %T0{1 + O[(T0/EP )n1 ]} y Π = %T0{1 + O[(T0/EP )n2 ]}, donde n1 y n2 son dos
constantes positivas y el símbolo O denota el orden de los términos incontrolados. Podría
interpretarse entonces la temperatura resultante como la genuina temperatura modificada de
un agujero negro, TBH . Asumiendo que h es analítica en la región de argumentos pequeños
y desarrollándola en torno a %T0, se obtendría








En esta deducción, hemos empleado que h(0, 0) = 1. Aquí, n es el mínimo de n1 y n2 y puede
ser en principio una constante positiva cualquiera. Como consecuencia, en la expresión ante-
rior, uno, en general, estaría seguro sólo del significado de la corrección de orden dominante
a la temperatura de Hawking, corrección que surge del primer término no constante de la
serie de Taylor de h en torno a cero. Esto contrasta con la situación hallada para los modelos
que satisfacen los requisitos introducidos en la Subsec. (8.3.2), para los que se ha obtenido
una expresión completa de la temperatura modificada.
8.6. Algunos modelos específicos de arco iris gravitatorio
En esta sección damos detalles sobre tres modelos específicos de arco iris de gravedad
motivados por sendos ejemplos de teorías DSR que se han analizado en la literatura.
DSR2. El primero de estos modelos de arco iris se basa en el ejemplo de DSR que se
considera como arquetipo de la llamada familia de teorías DSR2, en la que tanto la energía
física como el momento físico presentan una cota superior. En este modelo la acción no lineal
del grupo de Lorentz en el espacio de momentos se genera combinando cada boost con una








Para las dos realizaciones de arco iris analizadas en este capítulo, es decir, la propuesta MS
y nuestra propuesta basada en una implementación canónica de DSR, las expresiones (8.34)
conducen a las siguientes funciones F , G, y h:




































DSR3. El segundo ejemplo está inspirado en una versión de tipo DSR de la relación
de dispersión física que cumplen las ondas de Einstein-Rosen. Para estas ondas cilíndricas,
resulta que la energía física está dada por una función no lineal de una energía de fondo que
se define mediante teoría cuántica de campos en un espacio-tiempo plano [106, 109]. Para
cada frecuencia angular y número de onda (,Π) en esta teoría de fondo, la relación no lineal




, f(Π) = Π. (8.37)
El modelo de DSR asociado puede considerarse como una teoría de la clase DSR3, con cota






























DSR1. El tercer ejemplo de arco iris gravitatorio está basado en el que fue realmente el
primer modelo de DSR que apareció en la literatura [85]. Por esta razón, se dice que todos
los modelos que comparten con él la propiedad de poseer una cota en el momento físico,




































donde η2 := 2 − Π2 es el invariante de Casimir (de fondo).
Restringimos nuestra atención al caso de η fijo, porque de otro modo la función g de-
pendería del momento auxiliar, contraviniendo las condiciones del análisis desarrollado en
este capítulo. Además, en el caso de la propuesta MS, nos centraremos exclusivamente en
partículas sin masa para simplificar la discusión. Sustituyendo η = 0 directamente en la Ec.
(8.40), obtenemos
g0() := g(|η = 0) = 1
λ1
ln (1 + λ1) ,
f0(, pi) := f(,Π|η = 0) = Π
1 + λ1
. (8.41)
Usando estas funciones para la propuesta MS y, más generalmente, las funciones (8.40) para
nuestra propuesta canónica, se deducen las siguientes expresiones de F , G y h :


















ln (1 + λ1) . (8.42)










































F(,Π) = 1. (8.43)
Para finalizar, queremos comentar que las escalas invariantes λn (con n = 1, 2, 3) para
los distintos modelos DSR no tienen por qué coincidir. No obstante, hemos obviado esta
diferencia en el presente capítulo por sencillez, adoptando la notación λ para todas ellas.
Conclusiones
Existe una incertidumbre estrictamente positiva que afecta a los intervalos de tiempo
físico en formalismos perturbativos de cuantización de sistemas gravitatorios, esto es,
en una cuantización en la que el parámetro de evolución dinámica es el tiempo de
fondo. Hemos comprobado este resultado dentro de los contextos de ondas gravitato-
rias cilíndricas de Einstein-Rosen, teorías de relatividad doblemente especial (DSR) y
agujeros negros de Schwarzschild-anti-de Sitter.
Por contra, en una cuantización no perturbativa de los sistemas analizados (excepto en
el caso específico de ondas de Einstein-Rosen) no tiene por qué existir una incertidum-
bre mínima en el lapso de tiempo físico. Por tanto, la existencia de una incertidumbre
mínima temporal no es una característica general inevitable en escenarios de gravedad
cuántica.
El desacuerdo en el comportamiento de la incertidumbre temporal entre una cuantiza-
ción perturbativa y otra no perturbativa reside en que, en la cuantización no perturbati-
va, el tiempo físico es el parámetro de evolución dinámica y, por tanto, su incertidumbre
viene dada simplemente por la cuarta relación de Heisenberg. Por su parte, en la cuan-
tización perturbativa el tiempo físico está representado por una familia de operadores
explícitamente dependientes del parámetro temporal y que dependen también de la
energía, así como de las coordenadas espaciales y momentos de fondo, lo que hace que
el procedimiento para hallar su incertidumbre sea más elaborado. En particular, esta
dependencia simultánea en el parámetro temporal y en la energía da lugar a una cota
mínima no nula para la incertidumbre.
En DSR, la aparición de una incertidumbre mínima en la longitud física es inevita-
ble tanto perturbativa como no perturbativamente, excepto quizá para cierto tipo de
cuantizaciones genuinamente no perturbativas de teorías DSR en las que no exista cota
superior para el momento físico (es decir, de clase DSR3).
Esta discrepancia en el comportamiento de la incertidumbre en los casos espacial y
temporal para una cuantización no perturbativa en DSR se debe a que, en el tipo
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de cuantización considerada, el tiempo físico no viene representado por un operador,
como ya hemos comentado, sino que corresponde al parámetro de evolución cuántica,
lo que implica que la cuarta relación de Heisenberg controla directamente los límites de
resolución temporal. Por su parte, la determinación de la incertidumbre de la longitud
física es más compleja, puesto que el operador que la representa puede expresarse
en términos de las coordenadas espaciales y momentos de fondo y de la energía y
tiempo físicos, de forma que resulta depender tanto del generador de la evolución como
explícitamente del parámetro dinámico.
En el caso de que el sistema libre en DSR admita una cuantización no perturbativa en
la que la longitud física pueda representarse por un operador sin dependencia explícita
en el parámetro temporal, canónicamente conjugado al operador correspondiente al
módulo del momento físico, y donde además el espectro cuántico del momento físico esté
contenido en su dominio clásico, el principio de Heisenberg implica que la incertidumbre
en la posición física sólo puede anularse si el momento físico no presenta una cota
superior, lo cual sucede en las teorías DSR3. Por su parte, la incertidumbre en el
tiempo físico sólo puede anularse si es la energía la que no está acotada superiormente,
lo que ocurre en las teorías DSR1. Por tanto, es imposible alcanzar una resolución
infinita en la posición y el tiempo físicos conjuntamente.
Adoptando la aproximación hasta primer orden subdominante para bajas energías en
la cuantización perturbativa de sistemas libres en DSR, se llega a que la incertidumbre,
tanto en la longitud física como en el lapso de tiempo físico, es generalmente mayor que
cero. Lo mismo ocurre con la incertidumbre en el lapso de tiempo físico para ondas de
Einstein-Rosen y agujeros negros de Schwarzschild-anti-de Sitter en este orden de apro-
ximación. Estos resultados respaldan las conclusiones obtenidas para la cuantización
perturbativa completa.
En DSR, para el caso sin “masa” y en la aproximación hasta primer orden subdomi-
nante para bajas energías en la cuantización perturbativa, se encuentra bajo ciertas
circunstancias un comportamiento especialmente interesante: la incertidumbre espacio-
temporal está siempre acotada inferiormente por una cantidad del orden de la longitud
de Planck y, además, para valores grandes del tiempo de fondo, presenta una cota
inferior proporcional a la raíz cuadrada del tiempo, que es el tipo de comportamiento
sugerido por Salecker y Wigner para medidas espacio-temporales realizadas con dispo-
sitivos cuánticos. La incertidumbre temporal muestra también un comportamiento de
este tipo para ondas de Einstein-Rosen en el régimen de aproximación considerado.
En el escenario de agujeros negros de Schwarzschild-anti-de Sitter, con la aproximación
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de primer orden subdominante para masas de Schwarzschild pequeñas (con respecto a
la escala determinada por la constante cosmológica) en la cuantización perturbativa, se
obtiene una cota inferior en la incertidumbre temporal que crece con la raíz cúbica del
tiempo de fondo. Este resultado se ajusta a la clase de comportamiento que se propugna
para la incertidumbre a partir de argumentos de tipo holográfico. No obstante, nuestro
resultado depende de los estados cuánticos que se elijan.
En el escenario de agujeros negros de Schwarzschild-anti-de Sitter, para el sector de
masas de Schwarzschild grandes en la cuantización perturbativa, se encuentra que la
incertidumbre en el tiempo físico está acotada inferiormente por una cantidad constante
del orden de la escala de Planck y que, para tiempos grandes, crece linealmente con el
tiempo. De nuevo, este resultado depende de los estados escogidos.
Las distintas propuestas aparecidas en la literatura para la realización de DSR en el
espacio de posiciones que se basan en una implementación canónica en el espacio de
fases son, en realidad, equivalentes.
En estas realizaciones canónicas surgen principios de incertidumbre generalizados para
los que existe la posibilidad de conseguir que el comportamiento de variables apropiadas
de posición y momento sea clásico en el régimen de energía (sobre la capa de masas)
infinitamente próximo a la escala invariante de la teoría de DSR. Por otro lado, en
este mismo régimen también es posible encontrar conjuntos de variables de posición y
momento cuyos conmutadores modificados divergen.
Partiendo sólo de un conjunto de conmutadores básicos es posible construir una for-
mulación de DSR. Este hecho prueba que la información relevante presente en una
formulación canónica de una teoría DSR y en un principio de incertidumbre generali-
zado es equivalente.
El escenario de arco iris de gravedad incorpora relaciones de dispersión modificadas
y principios de incertidumbre generalizados que conducen a una modificación de la
termodinámica de agujeros negros con un comportamiento diferente al que se tiene
normalmente. En particular, la evaporación de un agujero negro puede llegar a dete-
nerse o durar un tiempo infinito en el límite de masa del agujero negro nula.
La temperatura modificada de un agujero negro de Schwarzschild definida para el
formalismo de arco iris propuesto originalmente por Magueijo y Smolin puede anularse
en el límite de masa cero únicamente para modelos basados en teorías DSR3. En
cambio, en dicho límite, la temperatura definida en el formalismo de arco iris propuesto
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por nosotros puede anularse en modelos inspirados en teorías pertenecientes a las tres
familias de DSR, es decir, en una gama bastante mayor de modelos.
El efecto sobre la geometría de los dos formalismos de arco iris considerados consiste
esencialmente en introducir dos factores de escala independientes del espacio-tiempo:
una transformación conforme de las componentes espaciales y una dilatación temporal.
Apéndice A
Dispositivos de Salecker-Wigner
En este apéndice se resume brevemente el estudio de Salecker y Wigner sobre la incerti-
dumbre cuántica que es inherente a la medición de distancias espacio-temporales [31–33]. El
análisis parte de un dispositivo de medida, considerado como un sistema libre con masa m e
incertidumbres en su posición y momento iniciales ∆q y ∆Π. La incertidumbre (al cuadrado)

















donde cov(q̂, Π̂ ) := 〈q̂ Π̂+Π̂ q̂ 〉−2〈q̂ 〉〈Π̂ 〉. Esta expresión se simplifica cuando los observables
de posición y momento iniciales no están correlacionados. Esto sucede, por ejemplo, si los
estados del sistema son ondas planas moduladas por una gaussiana. En ese caso cov(q̂, Π̂) = 0.








El miembro derecho de esta ecuación puede verse como una función de ∆Π. Sus extremos




(∆Π)4 − 1. (A.3)
El valor mínimo de la incertidumbre se alcanza así en ∆Πmin =
√
m/(2t). Sustituyendo este







Por tanto, los argumentos de Salecker y Wigner implican que la incertidumbre crece con




Demostración de la existencia de
incertidumbre mínima en una
cuantización perturbativa
En este apéndice se ofrecen los detalles de la demostración de que, cuando se adopta una
cuantización perturbativa para describir un sistema libre en el contexto de DSR, en general
es inevitable la aparición de una incertidumbre mínima en las longitudes e intervalos de
tiempo físicos, independientemente de los estados cuánticos elegidos.
Para llevar a cabo esta demostración, consideremos primero una densidad de probabilidad
genérica ρ muy concentrada en torno a un valor H0, con una corrección descrita por un
parámetro ξ :
ρ(H0; ξ) = (1− ξ)δ(H0 −H0) + ξ ρ˜(H0). (B.1)
Aquí, δ es la distribución delta de Dirac y ρ˜ es una distribución distinta cualquiera, cuya
presencia pone de manifiesto que la distribución ρ no está totalmente concentrada en H0.





n = (1− ξ)(H0)n + ξ〈Ĥn0 〉ρ˜, (B.2)
(∆H0)






El subíndice ρ˜ señala que se emplea exactamente esa distribución para calcular la cantidad
correspondiente.
Por otra parte, para una función V (H0) se puede definir el operador V̂ = V (Ĥ0) mediante
el teorema espectral. Este operador va a designar, de forma genérica, a los operadores V̂ e
Ŷ que intervienen, respectivamente, en las relaciones entre los tiempos y entre longitudes en
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DSR. Para dicho operador tenemos
〈V̂ n〉 = (1− ξ)V̂ n(H0) + ξ〈V̂ n〉ρ˜, (B.4)
(∆V )2 = ξ(1− ξ)
[
V (H0)− 〈V̂ 〉ρ˜
]
2 + ξ(∆ρ˜V )
2. (B.5)
Para los estados cuánticos genéricos utilizados en el cálculo de los valores esperados
anteriores se asume la condición más que razonable de que la energía de fondo esté acotada,
es decir, 〈Ĥ0〉 <∞. De la primera de las Ecs. (B.2) se deduce que esta condición, impuesta
para un intervalo de valores de ξ, implica H0 < ∞ y 〈Ĥ0〉ρ˜ < ∞. Adicionalmente, se exige
∆ρ˜H0 < ∞, de forma que ρ˜ represente una distribución con buenas propiedades físicas. De
hecho, si la distribución ρ˜ corresponde a un estado puro, el requisito ∆ρ˜H0 < ∞ equivale
a imponer que dicho estado esté en el dominio del operador Ĥ0, una vez garantizado que
〈Ĥ0〉ρ˜ < ∞. Con estas condiciones, vemos de la expresión (B.3) que, efectivamente, ∆H0
tiende a cero si y sólo si el parámetro ξ también lo hace.
Regresando a la demostración de que la incertidumbre espacio-temporal no puede anu-
larse en una cuantización perturbativa, recordamos que se han considerado, como ejemplo,
dos conjuntos diferentes de hipótesis: 1) que la función V (H0) sea estrictamente monótona
(biyectiva) o 2) que V (H0) sea positiva y crezca al menos linealmente en H0 para energías
de fondo grandes (región en la que se asume además un espectro continuo para Ĥ0).
1) Conforme al primer grupo de hipótesis, para que la incertidumbre en la longitud o el
lapso de tiempo físicos se anule en DSR, se debe satisfacer ∆H0 = 0, pero esto implica que






















En el caso de que V (H0) sea distinto de cero, las condiciones asumidas sobre la distribución
ρ˜ llevan a la conclusión de que el límite anterior diverge. En el caso de que V (H0) se anule,
este límite es igual a una constante estrictamente positiva, porque sabemos que 〈Ĥ0〉ρ˜ 6= H0
y que H0 es el único cero de V , de forma que 〈V̂ 2〉ρ˜ 6= 0. Así pues, la incertidumbre espacio-
temporal nunca puede anularse.
2) Según el segundo conjunto de requisitos, si V es estrictamente positiva, 〈V̂ 〉 es distinto
de cero y se debe cumplir que ∆T → 0, y por tanto que ∆H0 tienda a infinito. Entonces, el
crecimiento lineal de V a valores grandes de la energía de fondo [l´ımH0→∞(V/H0) > r para
cierto número r > 0], junto con la continuidad del espectro de Ĥ0 en esa región de energías,










ρ¯(H0) [V (H0)− 〈V 〉ρ¯]2∫ H
µ



















Aquí, µ es el ínfimo del espectro de la energía de fondo y ρ¯ designa la distribución del estado
cuántico considerado, para el que ∆H0 →∞. En principio, dicha distribución podría incluir
contribuciones del espectro discreto (en la forma de deltas de Dirac), pero a partir de un
cierto valor de la energía de fondo el espectro es continuo por hipótesis. Teniendo esto en
cuenta, en el tercer paso hemos aplicado la regla de l’Hôpital para calcular el límite deseado.
Finalmente, hemos asumido la condición de que el valor esperado de V es finito, requisito
necesario para que el promedio del lapso de tiempo físico o de la longitud física (según
el caso considerado) esté bien definido en nuestro estado [véanse las Ecs. (5.7) y (6.7)].
Como consecuencia concluimos que, dadas nuestras suposiciones, el producto ∆T∆V ≥
∆V/(2∆H0) no puede anularse cuando ∆H0 tiende a infinito si V es estrictamente positiva,
como queríamos mostrar.
Finalmente, consideremos el caso en el que V también pueda tomar el valor cero. En tal
caso, 〈V̂ 〉 podría anularse, pero sólo si el estado cuántico está en el kernel de V̂ . Se introduce
entonces la suposición adicional de que el kernel está formado solamente por autoestados
(posiblemente generalizados) correspondientes a un único autovalorH0 de Ĥ0. Esta condición
es válida cuando V se anula solamente en H0 o cuando V se anula, además, para algún otro
valor de H0, pero dicho valor no pertenece al espectro de Ĥ0. Cuando el sistema se aproxime
a un estado en el kernel de V̂ , la incertidumbre ∆H0 tenderá a cero y se tendrá una situación
totalmente similar a la analizada en el caso del conjunto de hipótesis 1). Como en ese caso,
concluimos que el cociente (∆V/∆H0)2 no puede anularse al aproximarnos al kernel. Así, el
tercer sumando de las Ecs. (5.10) y (6.10) no es nulo.
En conclusión, con los dos conjuntos de hipótesis considerados a modo de ejemplo, en
general siempre existe una incertidumbre espacio-temporal mínima en una cuantización per-
turbativa de los sistemas analizados.

Apéndice C
Cálculos relacionados con la
incertidumbre espacio-temporal para
paquetes de onda
Este apéndice contiene el cálculo de los valores medios, incertidumbres y covarianza de
los operadores V̂ , Ŷ , Ŵη y Ẑη introducidos en los capítulos 5 y 6, adoptando la aproximación
hasta orden siguiente al primero para bajas energías y con la restricción de que los estados
cuánticos sean paquetes de onda gaussianos (en la teoría cuántica libre con variables elemen-
tales dadas por las coordenadas espaciales y momentos de fondo). Además, para simplificar
los cálculos, no se efectuará el análisis en tres dimensiones espaciales, sino sólo en una. No
es de esperar que esta reducción afecte cualitativamente a los resultados.
Concretamente, adoptaremos una representación estándar de momentos en una dimen-






Aquí, ν := 〈 Π̂1 〉, σ := ∆Π1, y µ := 〈q̂1〉, siendo q1 la posición de fondo inicial (se prescinde
de su subíndice 0 para simplificar la notación). Conviene hacer una llamada de atención para
que no se confunda el número pi (en minúscula) con el módulo del pseudo momento Π (en
mayúscula). Notamos, además, que en una dimensión Π = |Π1|.
De la dependencia funcional de los paquetes de onda queda claro que las cantidades que
se quieren calcular dependerán de los parámetros µ, ν, y σ. Por tanto, para calcular los
valores de los límites (5.20), se necesita expresar el límite ∆H0 → 0 en términos de esos
parámetros. En la aproximación estudiada, H0 = kΠ para el caso sin masa, y un cálculo
111
112 Apéndice C. Cálculos relacionados con la incertidumbre...
trivial demuestra que la incertidumbre ∆H0 para los paquetes de onda está dada por
(∆H0)
2 = k2(∆Π)2 = k2
(
σ2 + ν2 − 〈Π̂〉2
)
:= Υ2(σ, ν), (C.2)










Merece la pena destacar que 〈Π̂〉, el valor esperado del módulo del pseudo momento, es en










para la que se cumple que
l´ım
x→∞
erf(x) = 1. (C.5)
De las ecuaciones anteriores se ve que 〈Π̂〉 ≈ |ν| y ∆H0 ≈ kσ para pequeñas incertidum-
bres ∆H0. Por medio del teorema de la función implícita, se puede usar entonces la relación
∆H0 = Υ(σ, ν) (siendo Υ la raíz cuadrada de Υ 2) para definir σ como función de ∆H0 en
un entorno del origen de estas cantidades, siempre que ∂σΥ no se anule allí. En realidad, se
tiene que l´ımσ→0 ∂σΥ = k 6= 0. Por consiguiente, se puede reemplazar el límite ∆H0 → 0
por σ → 0. Además, se puede sustituir la derivada parcial ∂/∂∆H0 por (∂σ/∂∆H0)(∂/∂σ),
donde l´ımσ→0 (∂σ/∂∆H0) = 1/k. Estas consideraciones conducen a los resultados dados en
el resto de este apéndice, donde se analizan simultáneamente los casos de las incertidumbres
en el tiempo físico y en la longitud física. Para ello denotamos conjuntamente a los opera-
dores V̂ e Ŷ por Ŷα, y a Ŵη y Ẑη por Ẑα,η, donde α = 0 se refiere a los operadores del caso
temporal, V̂ y Ŵη, y α = 1 a los del caso espacial, Ŷ y Ẑη.
En la aproximación a primer orden para el caso sin masa, los operadores Ŷα y Ẑα,η
adoptan expresiones de la forma [véanse las Ecs. (5.14) y (6.16)]:











Π̂1q̂1 + q̂1 Π̂1
)
, (C.6)
donde λα y δα son ciertas constantes no nulas, η puede tomar valores 0 ó 1, κ0 = 1 y κ1 = k.
Se ha hecho uso de que en esta aproximación Ĥ0 = kΠ̂.













:= c(1)α . (C.7)
Apéndice C. Cálculos relacionados con la incertidumbre... 113























σ2 + ν2 − 〈Π̂〉2
σ − 〈Π̂〉(∂〈Π̂〉/∂σ) . (C.8)
De la Ec. (C.3) se puede comprobar que cuando σ → 0 (∆H0 → 0), ∂〈Π̂〉/∂σ tiende a cero
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ν2 := c(3)α . (C.11)
Finalmente, la covarianza de Ŷα y Ẑα,η está dada por




〈Π̂ŝ0 + ŝ0Π̂〉 − 2〈Π̂〉〈ŝ0〉
)
, (C.12)
que para paquetes de onda da








Por tanto, se puede comprobar que
l´ım
∆H0→0














En conclusión, se ve que las condiciones (5.20) se satisfacen.

Apéndice D
Cálculo de integrales de Laplace para
agujeros negros de Schwarzschild-AdS
En este apéndice explicamos el cálculo del valor medio de los operadores Q̂ y Q̂2 introduci-
dos en el capítulo 7, con la limitación de que los estados cuánticos tengan el comportamiento
gaussiano dado en la Ec. (7.19). Obtendremos desarrollos asintóticos para estas cantidades
en potencias de la constante cosmológica, suponiendo que esta constante es pequeña.
La expresión (7.24) para los valores medios de potencias de Q̂ es una integral de Laplace.
Para calcularla, dividimos cada integral en dos partes. Una se integra de −γ a 0 y la otra
de cero a infinito. Para la primera parte, hacemos el cambio de variable v = −√z, mientras














z [1 + (γ ∓√z)2]n , (D.1)
con r− = γ2 y r+ =∞.




dzF (z)e−Ωz, r > 0. (D.2)
En el límite Ω → +∞, el lema de Watson [172] da el desarrollo asintótico completo de
cualquier integral de esta clase con tal que F (z) sea continua en el intervalo 0 ≤ z ≤ r y
admita un desarrollo en serie asintótico del tipo




βk, z → 0+. (D.3)
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Es necesario que α > −1 y β > 0 para que la integral converja en z = 0. Además, si r = +∞,
se debe tener F (z) eqz (cuando z → +∞) para alguna constante positiva q. Si se satisfacen




akΓ(α+ βk + 1)
Ωα+βk+1
, Ω→ +∞. (D.4)
Aquí, el símbolo Γ representa la función Gamma de Euler [133].



























es fácil darse cuenta de que el factor en el paréntesis de la expresión anterior es la función
generatriz de los polinomios de Chebyshev de segunda especie, Uk(x) [133]:
G(x,∓y) = 1




Por tanto, es inmediato hallar el desarrollo en serie asintótico de las funciones Fn∓. Según
el lema de Watson, el límite superior de integración r no afecta al desarrollo asintótico en
serie de potencias de la integral. Así, pues, podemos sumar en primer lugar Fn− y Fn+ para
obtener una única serie asintótica para el integrando y luego aplicar la fórmula (D.4).
Para n = 1, por ejemplo, partimos el desarrollo en serie de G(x,∓y) en potencias pares
e impares de y. Obviamente, las contribuciones de todas las potencias impares se cancelan
cuando sumamos G(x, y) y G(x,−y). Obtenemos entonces








Comparando esta expresión con la Ec. (D.3) encontramos
α = −1
2




Introduciendo estos valores en la Ec. (D.4) con Ω = λ−1, obtenemos que
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donde





y adoptamos el convenio (−1)!! = 1. Además, en el sector de masa de agujero negro infi-
nita (µ → ∞), podemos escribir Ξ(µ) ≈ √pi exceptuando correcciones exponencialmente
despreciables. Así








(2k − 1)!!U2k(x). (D.12)
Para n = 2, repitiendo los pasos previos, el lema de Watson lleva a












Finalmente, recordamos que los primeros polinomios de Chebyshev de segunda especie son
U0(x) = 1 y U1(x) = 2x.
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